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Vorwort. 



Die Darstellung dieses zweiten Bandes der Theorie der 
Elektrizität und des Magnetismus schließt sich der Behand- 
lungsweise im ersten Bande unmittelbar an. Da es als eine 
Hauptaufgabe angesehen wurde, in die Faraday-Maxwell* 
sehe Denkweise möglichst unmittelbar, unter möglichster Ver- 
meidung älterer VorsteUungsweisen, einzuführen, so bot die 
mathematische Darstellung der einfachen magnetischen Er- 
scheinungen zunächst eine gewisse Schwierigkeit. Die Be- 
handlung dieses Gegenstandes ruht in den klassisch ge- 
wordenen Theorien noch stets so unmittelbar auf den Vor- 
stellungen der Femwirkungen, daß es nicht leicht ist, diese 
Lehre auch mathematisch so zu gestalten, daß die Faraday- 
sehen Anschauungen doch noch den Kernpunkt bilden, und 
die Femwirkungen nur als mathematische Hilfskonstruktionen 
behandelt werden. Nach dem Vorgange Föppls*) wird auch 
hier, um zu diesem Ziele zu gelangen, von dem vollkommenen 
Parallelismus zwischen den magnetischen und elektrostatischen 
Erscheinungen Gebrauch gemacht. Sobald daher die einfache 
experimentelle Tatsache des Coulomb sehen Gesetzes be- 
sprochen ist, können alle aus der Elektrostatik bekannten Be- 
griffe herübergenommen, insbesondere kann auch der Vergleich 
mit der strömenden Flüssigkeit angewendet werden. Auf 
die Weise wird gleich zu Beginn der Begriff der magne- 
tischen Induktion erhalten und von der magnetischen I^ft 
unterschieden. Es bietet sich auch sehr gute Gelegenheit, 
auf das Unterscheidende zwischen den elektrostatischen und 
magnetischen Erscheinungen hinzuweisen. Erst im zweiten 
Kapitel wird dann auf die speziellen Formen der Mag- 

*) Pöppl, „Die Maxwellsche Theorie". 



IV Vorwort. 

nete eingegangen^ und der Begriff der Magnetisierungsinten- 
sitat wird erst in § 9 als rein mathematische Hilfskonstruk- 
tion eingeführt. Damit ist die Grundlage der ganzen Be- 
handlungsweise gewonnen, und in dem dritten und vierten 
Kapitel werden dann der induzierte Magnetismus und das 
magnetische Maßsystem behandelt. Das fünfte Kapitel bietet 
durch die Vergleichung der theoretischen Ergebnisse mit der 
Erfahrung Gelegenheit, auf die Erscheinung der Hysteresis 
einzugehen und den Energieverbrauch bei der Magnetisierung 
zu bestimmen. Das sechste Kipitel gibt dann noch ganz 
kurz die Grundlagen magnetischer Messungen. 

Der zweite Teil behandelt die elektromagnetischen Er- 
scheinungen. Bei einer Darstellung der MaxweUschen Theorie 
schien es mir wesentlich, daß auch das Gleichungssystem, 
das nach Hertz das Wesentliche und Charakteristische dieser 
Theorie ausmacht, wirklich an der Spitze steht. Auch hierin 
hat Föppl gezeigt, wie man aus den einfachen experimen- 
tellen Gesetzen von Biot-Savart und Faraday un- 
mittelbar zu diesem System der Hauptgleichungen gelangt, 
wenn man nur wieder von dem Prinzip des Parallelismus 
zwischen elektrischen und magnetischen Erscheinungen Ge- 
brauch macht. Während dann aber Föppl die Haupt- 
gleichungen nicht in der Weise von Hertz benutzt, wird 
hier im neunten Kapitel vollständig der Hertzsche Ge- 
dankengang aus seiner Arbeit über „die Grundgleichungen 
der Elektrodynamik für ruhende Körper*^ wiedergegeben. 
Es scheint mir keine Darstellung dieses Gebietes so ein- 
heitlich, systematisch und übersichtlich dies ganze Er- 
scheinungsgebiet zu umfassen wie diese Hertzsche Arbeit, 
so daß es mir wünschenswert scheint, daß diese Systematik 
in Zukunft Allgemeingut aller Werke über theoretische Physik 
werde. Man kann sagen, die Abschnitte, die ich im siebenten, 
achten und neunten Kapitel zusammengefaßt habe, enthalten 
die ganze Elektrizitätslehre, und mit diesen hätte die ganze 
Bearbeitung anfangen können; alles übrige sind nur speziellere 
Ausfuhrungen einzelner Teile dieser Kapitel Das neunte 
Kapitel schließt mit der Poyntingschen Theorie der Be- 
wegung der Energie im elektromagnetischen Felde. 

Nur ein Teil der für Maxwell charakteristischen Be- 
handlung der Elektrizität hat hier keine Aufnahme gefunden; 
es ist (£es die Darstellung der Beziehungen zwischen den 



Vorwort. V 

Gnindgleichungen der Elektrizität und den Lagrangeschen 
allgemeinen Gleichungen der Mechanik. Dieser TeU ist für 
die Darstellung der Erfahrungstatsachen nicht erforderlich 
und bildet deswegen eine Gruppe für sich und gehört seiner 
Natur nach weniger in eine Darstellung der Theorie der 
Elektrizität als vielmehr in das Gebiet der Anwendungen 
der Mechanik. Für diese Bearbeitung würde dieser Teil 
erst größeres Interesse beanspruchen, wenn es gelingt, direkt 
das Maxwell-Hertzsche Gleichungssystem aus der Mechanik 
zu erhalten, und nicht nur die spezielle Form der auf lineare 
Ströme angewandten Formeln. 

An das neunte Kapitel schließen sich dann noch in den 
weiteren Kapiteln die Besprechung des elektromagnetischen 
Maßsystems und dann diejenige der Solenoide und magne- 
tischen Ejreise an. Das elfte Kapitel bringt die Behandlung 
der elektrischen Schwingungen und Hertz sehen Wellen. Im 
Vergleich zu den übrigen Kapiteln ist dieses etwas ausführ- 
licher durchgeführt, was sich aus der Wichtigkeit des Gegen- 
standes und der geringen Zahl der bis jetzt vorKegenden 
zusammenfassenden Darstellungen rechtfertigen dürfte. Wie 
in allen Teilen, so ist auch hier als Maßstab für die Ab- 
grenzung geltend gewesen, daß diese Bearbeitung als Haupt- 
ziel immer nur hat, den Leser für das Studium der Original- 
arbeiten und größerer Werke in ausreichender Weise vorzu- 
bereiten. 

Das zwölfte Kapitel behandelt noch die charakteristischen 
Erscheinungen, die an den Wechselströmen auftreten. Hier 
wurde besonders neben der graphischen Darstellung die Ver- 
wendung der Eechnung mit komplexen Größen behandelt, wie 
dieselbe von Oberbek, M. Wien und anderen bereits wieder- 
holt benutzt wurde. Nicht eingegangen wurde dagegen auf 
die neuerdings von Steinmetz eingeführte und in technischen 
Kreisen mehürfach benutzte „symboUsche^' Kechnungsweise. Im 
wesentlichen stimmt diese mit der obengenannten überein; wo 
sie jedoch abweicht, scheint sie mir keine Verbesserung zu sein. 

Das letzte Kiipitel enthält noch die Grundlagen für die 
absoluten Maßbestimmungen der elektrischen Größen. 

Für die Bearbeitung des ganzen Gebietes haben mir 
neben den Originalarbeiten von Hertz und Maxwell die 
Werke von Mascart-Joubert, Poincar^, Föppl und 
Drude wesentliche Dienste geleistet 



VI Vorwort. 

Über die Darstellung selbst soll hier nur noch das eine 
angefügt werden , daß überall als Koordinatensystem das 
sogenannte Bechtsschraubensystem zur Verwendung gelangte^ 
das heißt dasjenige, bei welchem eine Drehung um die 
X-Achse in dem Sinne ^ daß die Y-Achse in die Z- Achse 
übergeführt wird, der Drehung einer normalen Schraube 
entspricht, die sich in der X-Richtung vorwärts schraubt. 
Es wird dies auch dadurch bezeichnet, daß die Achsen in 
der Reihenfolge XYZ eine Rechtsschraube bilden. Es ist 
wichtig, dies stets beim Vergleichen der Formeln verschiedener 
Autoren zu beachten, da zwar Maxwell und Poincar^ dieses 
Rechtsschraubensjstem verwenden, Helmholtz und Hertz 
dagegen mit dem Linksschraubensjstem rechnen. 

Beim Lesen der Korrekturen sind mir die Herren Prof. 
Grimsehl, Dr. Leithäuser und stud. Pohl in dankens* 
wertester Weise behilflich gewesen. 

Hamburg, Mai 1904. * ^- 

^' Classen. 
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Erstes Kapitel. 
Die Grimderselieinungeii. 



§ 1. Magnetisches Feld, Magnetisierung:. 

Gewisse Mineralien, besonders der Magneteisenstein, 
haben die Eigenschaft, von einem besonderen System von 
Kräften lungeben zu sein, das sich darin äußert, daß 
kleine Eisen- oder Stahlstücke Bewegungsantriebe erhalten. 
Diese Kräfte werden magnetische Kräfte genannt, und das 
Gebiet, in welchem sie sich nachweisen lassen, heißt „mag- 
netisches Feld'^ 

Die Eigenschaft, von einem magnetischen Felde um- 
geben zu sein, läßt sich von den Mineralien auf Stahlkörper 
und von diesen wieder auf andere und größere Stahlkörper 
durch planmäßiges Bestreichen derselben übertragen, und auf 
diese Weise lassen sich magnetische Felder von beträchtlicher 
Stärke erzeugen. Ein von einem magnetischen Felde um- 
gebener Stalükörper heißt ein Magnet, und der Vorgang, 
durch welchen dem Stahlkörper die magnetischen Eigen- 
schaften erteilt werden, „Magnetisierung^^ 

Jedes Eisen- oder Stahlstück, das in ein magnetisches 
Feld gebracht wird, ändert das magnetische Feld, auch wenn 
es selbst vorher keine magnetischen Eigenschaften gezeigt 
hat, und zwar ist diese Änderung so, als wenn nunmehr 
von dem Eisen- oder Stahlstück neue Kräfte ausgehen. 
Beim Entfernen des Stückes aus dem Felde bleibt ein Teil 
dieser neuen magnetischen Kräfte erhalten, beim Eisen ein 

Classen, Theorie der 'Elektrizität und des Magnetismus, n. 1 
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geringer Teil^ beim Stahl ein großer. Das Stück ist selbst 
magnetisch geworden. 

Die Wirkung des Feldes auf irgendwelche Eisen- 
körper kann daher stets zurückgeführt werden auf 
die Wechselwirkung zwischen dem Felde und den 
vom Eisen ausgehenden magnetischen Kräften. 



§ 2. Magnetpole. Coulombs Gesetz. Magnetkraftlinlen. 

Magnetisiert mau einen längeren Stahldraht durch 
gleichmäßige Behandlung in der ganzen Länge und unter- 
sucht dann das Kräftefeld^ das ihn umgibt^ mittels kleiner 
Eisenkörperchen^ EisenfeiUcht^ so findet man^ daß die Kräfte 
lediglich von den beiden Enden des Drahtes ausgehen. Man 
nennt dementsprechend diese Enden die Pole des Magneten. 
Macht man einen derartigen Magnetstab in horizontaler Lage 
um eine Vertikalachse leicht drehbar, so nimmt er stets eine 
bestimmte Richtung ein, so daß immer dasselbe Ende nach 
Norden gerichtet ist. Den an diesem Ende befindlichen Pol 
nennt man den magnetischen Nordpol des Stabes^ den 
andern den Südpol. 

Hat man zwei lange und dünne Magnetstäbe und 
bringt sie in solche Lage zueinander, daß zwei Pole eiu- 
ander nahe stehen, die andern jedoch von eüiander und 
von den ersteren möglichst weit entfernt sind, so kann man 
leicht mit einer gewöhnlichen Wage oder einer Torsionswage 
die Kräfte messen, die dann zwischen den Magneten be- 
stehen. Man überzeugt sich leicht, daß diese Kräfte mit 
der Elntfemung der einander genäherten Pole von dnander 
rasch abnehmen und daher übersieht man bei der gewählten 
Anordnung sofort, daß die beobachtete Kraft wesentlich auf 
der Wechselwirkung der einander genäherten Pole beruht, 
während die abgewendeten Enden einen nennenswerten Bei- 
trag zu dieser Kraft nicht liefern. Auf diese Weise bestätigt 
man folgende Sätze: 

Ungleichnamige Pole ziehen sich an, gleich- 
namige stoßen sich ab. 

Die Größe der Anziehungs- bzw. Abstoßungs- 
kraft ist umgekehrt proportional dem Quadrate des 
Abstandes der Pole. 
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Die völlige Übereinstimmung dieser Gesetze mit den 
entsprechenden zwischen Elektrizitätsmengen (siehe Band I^ 
§ 33) legt es nahe, ganz allgemein die Verteilung der Kräfte 
im magnetischen Felde völUg analog deijenigen der elek- 
trischen Elräfte im elektrischen Felde zu erwarten. Die 
magnetischen Kräfte müssen sich dann ebenso wie die elek- 
trischen in Kraftlinien und Kraftröhren anordnen lassen und 
för jede Kraftröhre muß die Beziehung gelten^ daß das Pro- 
dukt aus der Kraft und dem Querschnitt der Kraftröhre 
überall längs jeder einzelnen Kraftröhre konstant ist Der 
Vektor der Kraft muß von einem Potential abzuleiten und 
so verteilt sein wie der Vektor der Geschwindigkeit einer 
strömenden inkompressiblen Flüssigkeit^ und an den Quell- 
punkten und Sinkstellen dieser Flüssigkeit an den Grenzen 
des Feldes müssen wir bestimmte Mengen von Nord- und 
Südmagnetpolen annehmen. 

Eine Bestätigung dieser Erwartung können wir in der 
Art erblicken^ virie sich die magnetischen Kraftlioien in sehr 
einfacher Weise anschaulich wahrnehmbar machen lassen. 
Bedecken wir einen Magneten mit Papier und streuen Eisen- 
feilicht darauf, so ordnen sich diese bei leichtem Klopfen 
auf das Papier in regelmäßigen Linien an. Wenn wir die 
Sichtung beachten^ in der ein Pol eines langen Magnet- 
stabes in diesem Felde fortbewegt wird, so finden wir leicht, 
daß er in der Tat in den Linien getrieben wird, in denen 
sich auch die Eisenfeilicht anordnen. Das erhaltene Bild 
ist also in der Tat ein Bild des Kraftlinienverlaufes. Wenn 
nun auch schwer zu messen ist, ob überall die obengenannte 
solenoidale Bedingung für die Kraftröhren wirklich genau er- 
füllt ist, so stimmt doch das Bild stets, soweit es sich er- 
kennen läßt, mit der solenoidalen Verteilung überein. Es 
erscheint daher jeden&lls berechtigt, die Annahme des 
Bestehens dieser Verteilung auch für das magne- 
tische Feld zunächst versuchsweise einzuführen, 
genau so, virie es im ersten Bande für das elektrische Feld 
geschah, und in der Bestätigung der aus dieser Annahme 
fließenden Konsequenzen in der Erfahrung die strenge Be- 
gründung für die Berechtigung ihrer Einföhrung zu finden. 
Damit werden die ganzen Begriffsbildungen imd Entwick- 
lungen des zweiten und dritten Kapitels im ersten Bande 
ohne weiteres auf das magnetische Feld übertragbar. 
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§ 3. Freier nnd wahrer Magnetismus. Unterschied 
gegenüber der Elektrizität. 

Ein sehr wesentlicher Unterschied zwischen dem mag- 
netischen und elektrostatischen Feld tritt bei der Ver- 
gleichung beider sehr bald entgegen; während es leicht ist, 
auf zwei sich berührenden Metallkörpem entgegengesetzte 
elektrische Ladungen zu erhalten , und nach Trennung der 
Metallkörper jede Ladung für sich zu isolieren, ist es un- 
möglich, ein Eisen- oder Stahlstück oder überhaupt irgend 
einen Körper so zu magnetisieren, daß die eine Art Magne- 
tismus auf ihm stärker vorhanden wäre als die andere. Zer- 
brechen wir einen Magneten in beliebig kleine Stücke, so 
zeigt stets jedes Stück beide Polaritäten in gleicher Stärke. 
Experimentell wird dies dadurch bewiesen, daß niemals ein 
magnetischer Körper nach der Magnetisierung schwerer er- 
scheint als im unmagnetischen Zustande; daraus muß man 
folgern, daß die auf ihm vorhandenen Nordpole von der 
Vertikalkomponente des Erdmagnetismus genau so stark 
nach imten getrieben werden, wie die Südpole nach oben, 
so daß durch die Magnetisierung eine an der Wage erkenn- 
bare Kraft nicht zustande kommt. 

Führen wir daher den Vergleich mit den elektrostatischen 
Erscheinungen durch, so müssen wir sagen, daß es für den 
Magnetismus keine leitenden Körper gibt, denn auf 
dem Leitvermögen der Metalle beruhte bei der Elektrizität 
die Möglichkeit der Trennung beider Elektrizitäten; alle 
Magnetisierung ist nur vei^leichbar der Elektrizitätserregung, 
die wir durch Induktion an der Oberfläche der Isolatoren 
wahrnehmen. Übertragen wir die im § 22 des ersten Bandes 
eingeführten BegriflFe auf das magnetische Feld, so müssen 
wir sagen: aller wahrgenommene Magnetismus ist 
stets nur „freier^^ Magnetismus; „wahrer^^ Magne- 
tismus existiert überhaupt nicht. 

Es sind auch alle die mannigfachen Versuche über die 
Ausmessung des Feldes mit Probekörpem und dem metallenen 
Hohlkörper beim Magnetismus unmöglich, und von den elektro- 
statischen Versuchen des ersten Bandes ist auf den Magne- 
tismus nur der im § 36 angegebene Versuch von Boltzmann 
mit der Schwefelkugel, und seine Theorie im § 45 übertragbar. 
Zur Untersuchung der magnetischen Erscheinungen werden 
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daher wesentlidi neue Methoden erforderlich^ Methoden^ die 
nun wenigstens zum Teil auch umgekehrt übertragbar wären 
auf die Ermittelung der Eigenschaften der dielektrischen 
Vorgange. 

§ 4. Magnetische Induktion. 

Wie in der Elektrostatik werden wir jetzt auch beim 
Magnetismus unterscheiden zwischen der magnetischen 
Kraft H und der magnetischen Induktion B. Letztere 
bedeutet erst den wirklichen^ physikalischen Zustand an jeder 
Stelle des Feldes; dieselbe wird zunächst proportional der 
Kraft angenommen, so daß wir H mit einem von der Be- 
schaffenheit des Mediums abhängigen Faktor zu multiplizieren 
haben, um die Induktion zu erhalten. Wie bei der Dielektri- 
zitätskonstanten bleibt auch beim Magnetismus die Dimension 
dieses Faktors unbestimmt, und es ist Gebrauch, hier als 

Je . 
Faktor nicht -; — , wie bei der Elektrizität, sondern einfach ju 
Atz 

zu verwenden, so daß B^^fxH gesetzt wird; fi wird die 
magnetische Permeabilität genannt 

Die Einfuhnmg des Begriffes der magnetischen Induk- 
tion findet besonders noch darin ihre Berechtigung, daß sich 
tatsächlich bei Anwendung starker Magnetfelder an sämtlichen 
Körpern magnetische Eigenschaften nachweisen lassen, das 
heißt aber: an der Grenze vom einen Körper, im allgemeinen 
von der Luft, zu einem andern Körper zeigt sich stets freier 
Magnetismus; oder allgemein gesagt, jeder Körper hat seine 
bestimmte, von jedem andern Körper im allgemeinen ver- 
schiedene Permeabilität. Die besondere Annahme, daß wieder 
der Fluß der magnetischen Induktion durch alle Medien 
hindurch konstant ist, daß daher die Verteilung des Vektors 
der Induktion überall dem Strömen oder der Verschiebung 
einer inkompressiblen Flüssigkeit vollkommen entspricht, läßt 
sich in diesem Falle noch schwieriger direkt als richtig nach- 
weisen; ein solcher Versuch würde wieder in dem Nachweis 
der Ablenkung der Kraft- bzw. der Induktionslinien beim 
Übergang vom einen Medium zum andern nach dem Tan- 
gentengesetz zu finden sein, analog dem Versuch von Bezold 
Band I, § 36. Da aber erfahrungsgemäß die Unterschiede 
der Permeabilität für alle Medien, außer dem Eisen, nur äußerst 
gering sind, und im Innern des Eisens sich der Verlauf der 
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Kraftlinien nicht direkt beobachten läßt, und sich auch in 
demselben nicht ein einzelner Magnetpol zur Wirksamkeit 
bringen läßt, so läßt sich auf diesem Wege eiae deutliche 
Entscheidung nicht treffen. Die wesentliche Berechtigung, 
in dieser Weise bereits in den Grundlagen «eine völlige Ana- 
logie zwischen dem Magnetismus und der Elektrizität einzu- 
foihren, beruht darauf, daß bisher nur eine solche Theorie des 
Magnetismus sich am vollständigsten mit der Erfahrung in 
Übereinstinmiung gezeigt hat> deren fertig entwickelte Glei- 
chungssysteme sich ganz symmetrisch zu entsprechenden 
Gleichungen aus der Elektrizitätslehre gestalten. Wenn aber 
die Endresultate einander analog sein müssen, so scheint auch 
der geradeste Weg, um zu diesen erfahrungsgemäß richtigen 
Sesultaten zu gelangen, der zu sein, daß man auch für beide 
Gebiete von ganz analogen Grundvorstellungen ausgeht, 
wenigstens solange eine direkte experimentelle Prüfung dieser 
Grundvorstellungen ausgeschlossen erscheint 

§ 5. Magnetische Härte. 

Eine Schwierigkeit Kegt jetzt noch bei der Durch- 
führung des Vergleiches zwischen Elektrizität und Mag- 
netismus vor; dieselbe besteht in der Existenz permanenter 
Magnete. Wenn aller Magnetismus dem Auftoeten freier 
Elektrizität an den Isolatoren beim Einbringen in ein elek- 
trisches Feld analog zu setzen ist, so müßte beim Er- 
löschen des Feldes auch der Magnetismus ivieder vollständig 
verschwinden; denn na<5h dieser Auffassung erscheint der 
Magnetismus nur als „freier^^ Magnetismus und ist die Folge 
eines vorhandenen Kraftflusses, setzt also immer die Existenz 
eines solchen Kraftflusses voraus und kann daher auch nicht 
eigentlich die erste Ursache eines solchen Kraftflusses sein. 
Wenn daher auch z. B. im Stahl die Magnetisierung genau 
so wie die Elektrisierung eines Isolators im elektrischen Felde 
hervorgerufen wird, so weist doch die Tatsache, daß die 
Magnetisierung im Stahl sich dauernd erhalten läßt, darauf 
hin, daß im Stahl noch ein besonderer Zustand bestehen 
kann, für den bei der Elektrizität bisher kein deutliches 
Analogen besteht. Man nennt die Körper, die wie der 
Stahl Magnetismus zurückbehalten können, „magnetisch 
hart^% die andern dagegen „magnetisch weich''. Je 
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mehr das Eisen und der Stahl mechanisch weich sind^ desto 
geringer ist auch ihre magnetische Härte, und der gehärtete 
Stahl hat auch die größte magnetische Härte. Alle andern 
Körper kann man, soweit bis jetzt die Erfahrungen reichen, 
als magnetisch weich ansehen. 

Die Tatsache der magnetischen Härte bedingt 
das Besondere, was der Theorie des Magnetismus 
ihr charakteristisches Aussehen gibt, während bei 
der Elektrizität das Leitvermögen das unterschei- 
dende Merkmal ist. 



Zweites Kapitel. 
Die Grundlagen der Theorie. 



§ 6. Oberflächendiclite des Magnetlsmns. 

Es werde mit fx^ die Permeabilität des Mediums be- 
zeichnet, in welchem das magnetische Feld beobachtet wird, 
also im allgemeinen der Luft. Erfahrungsgemäß weichen 
die Permeabilitäten aller Medien außer den eigentlich mag- 
netischen nur sehr wenig voneinander ab, und da wir stets 
nur die Verhältnisse zwischen zwei Permeabilitäten bestimmen 
können, so können wir in erster Annäherung fx^ für das 
Medium^ in dem beobachtet wird, stets gleich Eins setzen. 
Ist femer fx die Permeabilität eines Eisenkörpers, so können 
wir nun, genau wie im § 38 für die Flächendichte der Elektri- 
zität, die Dichte des freien Magnetismus an der Oberfläche 
des Eisens berechnen und finden ganz entsprechend als Dichte 

desselben a = —, — —Sn, wenn Hn die zur Oberfläche des 
Ajifx 

Eisens senkrechte Komponente der magnetischen Kraft im 

Lufträume ist. Da nun ßx^Hn^Bn die zur Oberfläche 

senkrechte Komponente der Liduktion ist, so wird auch 
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Diese Formel bedeutet also, daß, wenn wir uns die 
Substanz des Eisens wieder durch Luft ersetzt denken und 
dafür in seiner Oberfläche die durch die Formel gegebene 
Menge von Magnetismus angebracht denken, daß dann dieser 
Magnetismus in dem Außenraum genau das beobachtete 
magnetische Feld hervorruft. Diese Oberfläche hat für uns 
die Bedeutung, daß sie die Grenze des Beobachtungsfeldes 
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ist, nur bis zu ihr hin können wir die Kraftlinien wirklidi 
verfolgen, und daher können wir auch nur eine solche Ober- 
flächenbelegung mit Magnetismus eindeutig angeben. Ob diese 
Oberflächenbelegung dabei der Verteilung magnetischer Pole 
im Eisen wirklich entspricht^ können wir damit nicht aus- 
sagen; denn nehmen wir an, in Wirklichkeit befanden sich 
sowohl an der Oberflache wie an bestimmten Stellen im 
Innern des Eisens Magnetpole, d. h. Kraftzentra für Cou- 
lomb sehe Kräfte, so würden wir nach der Potentialtheorie, 
ebenso wie wir es auch bei der Elektrizität kennen gelernt 
haben, die im Innern liegenden Pole stets durch eine ein- 
deutig bestimmte Oberflächenbelegung ersetzen können, und 
für (fie Wirkung im Außenraume käme nur diese so suppo- 
nierte Oberflächenbelegung und die ursprünglich vorhandene 
in Betracht. Wir haben in den möglichen Beobachtungen 
gar kein Mittel, beide zu trennen und die im Innern liegenden 
Pole zu ermitteln. 

§ 7. Permanente Magnete. 

Das Charakteristische in Maxwells Behandlung der 
elektrischen und magnetischen Erscheinungen besteht nun 
darin, daß er in der elektrischen und jetzt auch in der 
magnetischen Induktion einen besonderen physikalischen 
Zustand erblickt, der sich kontinuierlich durch alle Medien 
hindurch fortsetzt, vergleichbar dem Strömen oder der Ver- 
schiebung einer inkompressiblen Flüssigkeit. Während nun 
in den elektrischen Leitern dieser Zwangszustand nicht be- 
stehen kann (die Verschiebung artet aus, die elektrostatische 
Energie verwandelt sich in Wärme), bilden die magnetisch 
harten Körper ein gerades Gegenstück; in diesen bleibt der 
Zwangszustand, wenn er durch einen von außen auf dieselben 
auftreffenden Induktionsfluß hervorgerufen ist, sogar noch 
nach dem völligen Nachlassen des äußeren Induktionsflusses 
wenigstens teilweise erhalten. Die Oberflächen der elek- 
trischen Leiter bilden die Anfangs- oder Endpunkte der 
Induktionslinien, es gibt wahre Elektrizität und die elek- 
trischen Induktionslinien laufen, wenigstens soweit von elektro- 
statischen Feldern die Bede ist^ niemals in sich zurück; die 
magnetischen InduktionsUnien dagegen können nirgends 
endigen, denn es ist keine Erscheinung bekannt, bei der 
man sagen könnte, die magnetische Verschiebung artet aus. 
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uDd die magnetische Energie verwandelt sich direkt in Wanne, 
oder eine andere Energieform. Die magnetischen In- 
duktionslinien sind daher stets in sich geschlossene 
Linien und es ist überall divJB = 0. 

Haben wir jetzt einen permanenten Magneten^ so stellt 
derselbe zweifellos mit dem ihn umgebenden Feld eine ge- 
wisse Menge magnetischer Energie dar. Nim können wir 
zwar das System der magnetischen Kräfte im umgebenden 
Luftraum^ wie im vorigen Paragraphen gezeigt, vollständig 
von einer bestinmiten Oberflächenverteilung von freien Magne- 
tismen ausgehend denken, allein diese Oberflächenverteilung 
reicht doch nicht aus, um von dem physikalischen Zustand 
eines permanenten Magneten ein ausreichendes Büd zu geben. 
Denn, setzen wir, nach Analogie der elektrostatischen Energie, 
die magnetische Energie jedes Volumelementes proportional 
BHdv, so wird der Energieinhalt des ganzen Systems pro- 
portional jBHdv. Zerlegen wir jetzt den ganzen Saum nach 
den Induktionsröhren, teilen diese in Elemente, nennen df 
den Querschnitt und ds die Länge eines Elementes, so wird 
lBHdv = jBdfHds = BdfjHds, denn Bdfist wegen der 
solenoidalen Verteilung von B konstant Da nun der ge- 
samte Energieinhalt des Feldes nicht Null ist, so darf fHds 
nicht für die geschlossenen Integrationswege verschwinden. 
Da aber eine Kraftverteilung, die vollständig auf freie Mag- 
netismen zurückgeführt ist, von einem Potential ableitbar ist, 
und daher (vgl. § 18 u. AT. Band I) für dieselbe das Linien- 
integral über eine geschlossene Kurve stets Null wird, so ist 
die Zurückführung des Kräftesystems eines perma- 
nenten Magneten auf freie Magnetismen physi- 
kalisch unzureichend; es müssen vielmehr Kraftlinien 
angenommen werden, die in sich zurücklaufen und nicht in 
Magnetpolen enden. Der Grund fiir das Auftreten solcher 
Kraftlinien ist in dem physikalischen Zustand der magnetisch 
harten Körper zu suchen. 

Daß die Oberflächenverteilung des freien Magnetismus 
nicht ausreichen kann, um auch über den Zustand im Innern 
richtige Werte zu ergeben, ersieht man auch sofort, wenn 
man auf die Richtung der Kraft achtet, die durch dieselbe 
im Innern eines Magneten entstehen würde. In Fig. 1 
würden ofienbar aus der angedeuteten Verteilung von Mag- 
netpolen sowohl im Innern des Magneten als auch im Außen- 
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§ 8. Magnetische Polarisation. 
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räum £e Kraftlinien von den Nordpolen nach den Südpolen 
sich erstrecken; die magnetische Induktion nach Maxwells 
Vorstellung muß aber in geschlossenen Bahnen stets in der 
gleichen Richtung verlaufen^ d. h. sie muß im Innern vom 
Südpol zum Nordpol gerichtet sein, wenn sie im Außenraum 
vom Nordpol zum Südpol fortschreitet. Setzen wir nun 
stets B'^ fiH, imd ist fi seinem Sinne nach stets positiv, 
so muß in der Maxwellschen Vorstellungsweise auch im 
Innern des permanenten Magnetes die Kraft H vom Süd- 
ende zum Nordende hin gerichtet sein. Um also den Er- 
scheinungen auch im Innern der eigentlich magnetischen 
Körper gerecht zu werden, genügt es nicht, wie bei den 
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Fig. 1. 



elektrischen Leitern die Oberflachenverteilimgen zu berechnen, 
sondern man muß auf die einzelnen Volumelemente eingehen. 
Daher kommt es, daß die Theorie des Magnetismus weniger 
einfach sich gestaltet als die Elektrostatik. Umgekehrt ist nun 
allerdings auch diese Theorie auf elektrostatische Vorgange 
anwendbar, sobald man die Vorgänge in den dielektrischen 
Medien einer genaueren Untersuchimg unterwerfen will, doch 
die hierbei zu ermittelnden Vorgange sind bei der Elektri- 
zität gewissermaßen von der zweiten Ordnung, während sie 
beim Magnetismus das Wesentliche sind. 

§ 8. Magnetische Polarisation. 

Zerlegen wir den ganzen Baum des magnetischen Feldes, 
die permanenten Magnete eingeschlossen, in Volumelemente, 
am einfachsten, indem wir ihn durch Induktionsröhren und 
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Niveauflachen zerteilen, so ist der magnetische Zustand 
jedes Volumelementes charakterisiert durch den dort gelten* 
den Wert des Vektors der Induktion. In jedem Raum- 
element ist also eine bestimmte Bichtung bevorzugt^ und im 
übrigen ist die Starke der magnetischen Eigenschf^ in dem- 
selben durch eine eiu&tche Zahlengroße bestimmt. Einen 
solchen Zustand eines Raumelementes nennt man allgemein 
^^polarisiert^^, hi diesem Falle können wir also alle einzelnen 
Elemente magnetisch polarisiert nennen. 

Behalten wir jetzt stets im Auge, daß unter freiem 
Magnetismus nur Quellpunkte oder Sinksteilen magne> 
tischer Kiaftlinien verstanden werden, lediglich eingeführt, 
um für die mathematische Berechnung der Kraftverteilung 
als Stützpunkte zu dienen und uns von der magnetischen 
"Verschiedenheit der einzelnen Medien unabhängig zu machen, 
so bedeutet es keine Einführung einer besonderen Hypothese, 
wenn wir die magnetische Polarisation eines Volumelementes 
dadurch anschaulich machen, daß wir die beiden Enden des- 
selben mit entgegengesetzt gleichen Mengen von freiem Magne- 
tismus belegt denken. Bezeichnet q die Menge des freien Mag- 
netismus, so muß, ebenso wie in der Elektrostatik, 4:7r^=divjff 
sein. Ist das Element ein Abschnitt einer Induktionsröhre, 
und df die Größe eines Endquerschnittes, so ist die Mag- 
netismusmenge, mit der df belegt zu denken ist, zu berechnen, 
nach der Herleitung des Begriffes der Divergenz, als der Kraft- 
fluß durch diese Flache, der in diesem Falle gleich Hdf ist; 
also wird die an den beiden Enden jedes Elementes anzu- 
nehmende Magnetismusmenge gleich q = — — oder q = j — - ; 

B dfist aber wegen der solenoidalen Verteilung der Induktion 

eine konstante Größe für jede Induktionsröhre. 

Diese Prazisierung der magnetischen Polarisation ist ein 

rein mathematischer Kunstgriff, der offenbar stets zulässig 

ist imd für die Berechnung der magnetischen Kraft niemals 

zu einem andern Ergebnis führen kann, als die einfachere 

Darstellung auch ableitet. Denn in einem homogenen Medium 

stoßen benachbarte Elemente stets mit entgegengesetzt gleichen 

Mengen von Magnetismus aneinander, so daß deren Wirkung 

sich gegenseitig aufhebt; an der Grenze zweier verschiedener 

Tidf 
Medien ist in einem Element die Mensce + - — - , im andern 
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— - — — Magnetismus vorhanden, so daß — — ^.^-? — ^ als 

\nrksam übrig bleibt, also genau die gleiche Menge, die wir be- 
reits als Oberflächenverteilung kennen gelernt haben {§ 38, Bd. I). 
Bei dieser Verteilung von Magnetismus wird der Luft- 
raum und das Innere der permanenten Magnete genau gleich- 
wertig behandelt und da /i im Eisen jedenfalls bedeutend 
größer ist als in der Luft, so erhalten wir in der letzteren 
eine viel dichtere Verteilung als im ersteren. Das Ziel dieser 
ganzen Spezialisierung sollte aber sein, den Zustand der 
magnetisch harten Körper besonders zu kennzeichnen gegen- 
über den weichen; daher ist es zweckmäßig, noch eine Ver- 
änderung mit der Verteilung vorzunehmen, derart, daß die- 
selbe in der Luft, die wir wohl als vollkommen magnetisch 
weich ansehen können, gänzlich zurücktritt. Ist fi^ die Per- 
meabilität der Luft, so erhalten wir eine solche Verteilung, 

Sdf 
wenn wir jedem Ende eines Elementes noch die Menge — — — 

hinzufügen, aber mit dem entgegengesetzten Vorzeichen, als der 
dort bereits vorhandene Magnetismus besitzt. Diese Ergänzung 
ist oflenbar mathematisch zulässig, da an jeder Stelle nur 
entgegengesetzt gleiche Magnetismen hinzugefiigt werden; 
erreicht wird durch dieselbe, daß nunmehr die Polarisierung 
im Luftraum für die Rechnung vöUig zurücktritt. Jedes 
Volumelement im Eisen hat dagegen jetzt die Mengen 

4:7t fJLfXQ Atz jlLq 

Magnetisierung der einzelnen Elemente eines magnetischen 
Körpers ist jetzt eine Grundlage gewonnen, welche mathe- 
matisch mit der Erfahrung übereinstimmende Ergebnisse 
liefern muß, und welche sich fiir die Behandlung einer Reihe 
von speziellen Aufgaben als zweckmäßig erwiesen hat. Das 
Vorzeichen dieser Magnetisierung ist derart, daß stets an dem 
Ende des Elementes, an welchem die Kraftlinien aus demselben 
austreten, positiver oder Nordmagnetismus sich befindet. 

§ 9. Intensität der Magnetisierung, magnetisches Moment. 

Wir bezeichnen den Vektor - — - — — mit I und 
nennen ihn den Vektor der „Intensität der Magne- 
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tisierung"; I ist dann sowohl dem Vorzeichen wie der 
Dimension nach mit H gleichartig. Es ist dann^ wenn dv 
das Volomelement bedeutet und ds seine Lange: dv:=dfds 

und Idv = —r-^— — ^ds. Auf der rechten Seite dieser 

An /io 
Gleichung haben virir die Menge des Magnetismus, mit dem 
jedes Ende des Elementes belegt ist, multipliziert mit der 
Lange desselben. Dieses Produkt nennt man auch das 
,,magnetische Moment" des kleinen Magneten, und, be- 
zeichnen wir »— — — mit m, so wird Idv = mds oder 
j^mds ^^ ^0 

dv 

Die Intensität der Magnetisierung an irgend 
einer Stelle kann man daher auch definieren als das 
magnetische Moment des an dieser Stelle liegenden 
Elementes, dividiert durch das Volumen desselben. 

Bei der Darstellung der Lehre vom Magnetismus ist 

es Gebrauch geworden, der Größe —, — — noch eine be- 

sondere Bezeichnung zu geben; man nennt sie „magne- 
tische Suszeptibilität^' und bezeichnet sie mit k; also 

k = ^ — —, Es gelten dann die Beziehungen 

Es ist vielfach Gebrauch, in diesen Gleichungen den 
Faktor /^o = 1 ^^ setzen. Eeiu numerisch ist dies selbst- 
verständlich stets zulässig, aber es wird dabei übersehen, daß 
die Dimension von /xq nicht gleich der einer einfachen Zahl 
sein kann (vgl. Band I, Seite 41). Bei Unterdrucken des 
Faktors /Iq in der letzten Gleichung würden B und H als 
durchaus gleichartige Größen erscheinen, während sie dies 
ihrem ganzen Begriffe nach nicht sind. 

Aus der Beziehung zwischen I und JBTgeht femer hervor, 
daß, wenn div-H"=0 ist, auch div/=0 ist; es kann also I 
auch nur dort Quellpunkte haben, wo H Quellpunkte hat. 
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Da ferner aucli I solenoidal verteilt ist^ so kann es auch 
von einem Potential abgeleitet werden. Während also im 
Lufträume H die zu beobachtende Größe ist, aus der die 
Oberflächenverteilung auf der Oberfläche des Eisens abzu- 
leiten ist, ist nun aus dieser Oberflächenverteilung für das 
Innere des Eisenkörpers der Vektor 1 abzuleiten, der über- 
all im Luftraum gleich Null ist. 

§ 10. Alte und neue Theorie. 

Die MagnetisierungsinteDsitat ist mathematisch der 
Ausgangspunkt für die Berechnung des Feldes eines per- 
manenten Magneten und bildet in diesem Sinne die Grund- 
lage für die älteren Theorien des Magnetismus überhaupt. 
In diesen werden die Volumelemente (Molekel) eines Stahl- 
körpers ursprünglich mit einer bestimmten magnetischen 
Polarisation behaftet angenommen, so daß jedes zwei ent- 
gegengesetzte Pole besitzt, und je nach der bestimmten 
Orientierung aller dieser Elementarmaguete berechnet sich 
dann die gesamte Verteilung der magnetischen Kräfte. Be- 
achtet man jedoch, daß erfahrungsmä^ig kein Magnetismus 
beobachtet wird, von dem man nicht als sicher annehmen 
kann, daß er ursprünglich durch eine andere magnetische 
Kraft erzeugt ist, so liegt es ebenso nahe, die magnetische 
Polarisation nicht als eine den Molekeln ursprünglich zu- 
kommende charakteristische Eigenschaft anzusehen, sondern 
in besserer Übereinstimmung mit der ursprünglichen Fara- 
day sehen Vorstellungsweise die magnetische Polarisation voll- 
ständig parallel zu stellen mit der dielektrischen Verschiebung, 
also als mit einer elastischen Verschiebung vergleichbar an- 
zusehen. In den magnetisch weichen Körpern verschwindet 
dieser elastische Zwangszustand nach dem Aufhören der 
magnetischen Kraft auch in den Molekeln wieder vollständig; 
in den harten Körpern dagegen setzt sich außer der elastischen 
Reaktionskraft dem Zustandekommen der Verschiebung noch 
eine Art Beibungswiderstand entgegen, der dann nach dem 
Aufhören der äußeren magnetischen Kraft auch verhindert, daß 
durch die elastische Rückwirkung die Polarisation wieder völlig 
vernichtet wird. Solange man keine Anhaltspunkte hat, um 
über die molekularen Zustande selbst nähere Aufschlüsse zu 
bekonamen, ist es für die zu erzielenden Schlußeigebnisse 
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völlig gleichgültig, welcher von diesen beiden Anschauungen 
man den Vorzug gibt; methodisch wird jedoch der Aufbau 
der Theorie von beiden Standpunkten verschieden sich ge- 
stalten. Die ältere Theorie geht von irgend welchen Ver- 
teilungen in der Orientierung der Elementarmagnete aus und 
behandelt die praktisch wichtigen, einfachen Verteilungen als 
besondere Fälle der allgemeinen Au%abe. In dieser Dar- 
stellung der Maxwellschen Theorie ist dagegen jede Magne- 
tisierung, weil durch einen Induktionsfluß hervorgerufen, 
ursprünglich solenoidal, und jede Abweichung von dieser 
Verteilung ist herzuleiten als eine gegenseitige Störung ver- 
schiedener Magnetisierungen oder als durch ungleiche Per- 
meabilität des Materials bedingt. Dadurch paSt sich die 
Maxwell sehe Theorie in der Behandlung der Aufgaben den 
Bedürfnissen der Anwendung weit besser an als die ältere 
Darstellungsweise. Darauf beruht es auch, daß die wichtigen 
Beziehungen zwischen den drei Größen B^ H und I hier 
sich unmittelbar aus den Grundvorstellungen ergaben, wahrend 
sie sonst einer mathematisch weit umständlicheren Ableitung 
bedürfen, die sich namentlich dem Gedächtnis weit schlechter 
einprägt, und in der die Ableitung der Größe jB, die gerade 
in den technischen Anwendungen so außerordentlich wichtig 
ist, stets etwas gekünstelt erscheint. Umgekehrt mag man 
bei dieser Darstellung die Empfindung haben, daß die Ein- 
führung von I neben B überflüssig erscheint; denn I ist hier 
tatsächlich nur als mathematische Hilfsgröße eingeführt, die 
entbehrlich scheinen kann. Wenn es sich dennoch empfiehlt, 
dieselbe beizubehalten, so geschieht es, mn einerseits <fie Be- 
ziehungen zu der älteren, klassischen Theorie des Magnetis- 
mus herzustellen, andererseits, um dem sehr starken Gegen- 
satz zwischen den eigentlich magnetischen Körpern (Eisen, 
Stahl) und allen andern praktisch unmagnetischen Körpern 
auch äußerlich in der Theorie einen Ausdruck zu geben. 

Aber auch noch ein rein physikalischer Grund nötigt 
uns, dem Vektor I eine größere Beachtung zu schenken, sJs 
aus dieser Herleitung zunächst gefolgert werden mag. Die 
Größen fju und h, die bisher als wirkliche Konstante ange- 
sehen wurden, sind in Wirklichkeit durchaus nicht für jedes 
Medium konstant, sondern gerade bei den eigentlich mag- 
netischen Substanzen, beim Eisen, hängen sie von der Größe 
der magnetischen Kraft H ab, in der Weise, daß k mit 
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wachsendem H anfiuigs zunimmt^ dann aber kleiner wird 
und sich der Null nähert^ also /i = /«o(l^+4^^) sich der 
Einheit, bzw. dem fji^ nähert Schreiben wir daher B=/iH 
= H+47tIj so sehen wir, daß mit wachsendem H,B eben- 
falls über alle Glänzen wächst Nun ist es aber an sich un- 
wahrscheinlich, daß ein physikalischer Zwangszustand, wie er 
durch B charakterisiert sein soll, beliebig weit wachsen kann. 
Wenn bei elektrischen Vorgangen das Dielektrikum zu 
sehr beansprucht wird, so tritt unter Funkenbildung ein 
Zerreißen ein; beim Magnetismus gibt es ähnliches nicht, 
aber immerhin ist zu erwarten, daß bei sehr großen Kräften 
Abweichungen von dem nach den Grundvorstellungen zu 
erwartenden Verhalten eintreten werden. Andererseits wächst 
I=JcH, weil ja k abnimmt, nicht beliebig weit, .sondern 
nähert sich sogar dem Grenzwert Null, wie aus B — H=A7tI 
hervorgeht I bedeutet aber, wie aus unserer Ableitung 
schon hervorgeht und sich in dieser letzten Gleichung auch 
ausspricht, den Überschuß der magnetischen Polarisation im 
Eisen über diejenige in der Luft. Je dichter nun die Kraft- 
linien werden, desto mehr tritt die Verschiedenheit im mag- 
netischen Verhalten zwischen dem Eisen und der Umgebung 
zurück. Da nun manche durch den Magnetismus veranlaßte 
Erscheinungen, z. B. die Drehung der Polarisationsebene des 
Lichtes bei der Beflexion, wah^cheinlich von dem Unter- 
schied im magnetischen Verhalten beider Körper abhängen, 
so werden diese proportional dem Vektor I zu erwarten sein. 
Dadurch bekommt I in der Tat auch eine experimentelle 
Bedeutung, ohne daß dies ein genügender Grund ist, den 
Vektor I auch als die physikalisch wichtigere der beiden 
Größen I und B anzusehen, wie manche Autoren es wollen*). 
Bei der Entscheidung, ob ein physikalischer Vorgang, wie 
z. B. die Verlängerung bei der Magnetisierung, die auf einen 
Zwangszustand im magnetisierten Körper deutet, besser von B 
oder von I abzuleiten ist, ist zu beachten, daß bei großem Jcy 
d. h. bei einem stark magnetisierbaren Körper, bei dem in erster 
Linie solche Beobachtungen anzustellen sind, in der Gleichung 
B = H+47tI das Glied H gegen das Glied Anl fast ganz 
zuriicktritt, so daß B und /einander sehr nahe proportional sind. 



*) Siehe z. B. Du Bois „magnetische Kreise" Seite 18. 
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§ 11. Solenoidale nnd lameUare Magnetisiernng. 

Gegeben sei ein magnetisclies Feld; in demselben ist 
dann die Kraft H^ überall von einem Potential ableitbar 
und solenoidal verteilt, und wenn das Medium des Feldes 
Luft ist, können wir auch /iQ = l, mithin Hi = JB^ setzen. 
Wird jetzt in dieses Feld ein Eisenkörper mit der Konstanten /i 
gebracht, so tritt eine Änderung in der Verteilung der In- 
duktionslinien ein; es ist die Au%abe, die neuentstehende 
Verteilung aus der gegebenen und aus fx und der Gestalt 
des Eisenkörpers zu berechnen. 

Wir wissen, daß der Eisenkörper unter dem Einfluß 
des Feldes magnetisch und dadurch selbst die Ursache 
magnetischer Kräfte wird, die sich über das bereits vor- 
handene Feld überlagern. Nennen wir die durch die Magne- 
tisierung des Eisens entstehenden Kräfte H^, so ist an jeder 
Stelle die resultierende Kraft H gleich der geometrischen 
Summe H^-^H^, und die resultierende Induktion wird 
JB= ^H=fi(H^'\-H^, Nun ist dieser Induktionsfluß B nach 
Faradays Auffassung stets solenoidal und kann im Eisen- 
körper keine Endpunkte haben. Letzerer wird also durch 
die Induktionsröhren in fadenförmige Teile, „magnetische 
Fäden'^, geteilt, die sämtlich bis an seine Oberfläche reichen. 

Da nun H stets gleich — und die Intensität der Magneti- 
sierung 1 ^kH i&iy 80 folgt, daß auch die Magnetisierung, 
die im Eisen durch das gegebene Feld hervorgerufen wird, 
jedenfalls solenoidal verteilt ist Denn, ist dS der Quer- 
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schnitt einer Induktionsröhre, so ist BdS längs der ganzen 
Röhre konstant, folglich ist auch IdS, soweit k im ganzen 
Eisenkörper denselben Wert hat, konstant; und das heißt 
eben, daß I solenoidal verteilt ist. Die Größe IdS nennt 
man die Starke eines magnetischen Fadens mid wir sehen, 
daß der Eisenkörper im Felde sich längs der Magno- 
tisierungslinien in magnetische Fäden von in ihrer 
ganzen Ausdehnung konstanter Stärke zerteilen läßt. 
Ist femer Fj das Potential von If^, und T^ dasjenige 
von JE^, so hat H ein Potential U=Vi + V2* Setze ich 
dann (p = JcU, so ist offenbar 9? das Potential des Vektors J, 
denn nenne ich die Komponenten von H: L, M, N und die 
von J: Ay B, C, so ist 

ox ox 

dz OZ 

Das heißt, auch / ist von einem Potential ableitbar. 
Teile ich daher den Eisenkörper durch Niveauflächen von 9?, 
so wird er dadurch in scheibenförmige Teile zerschnitten, 
sogenannte „magnetische Blätter'^; sind dann (p^ und q>^ die 
Werte von 9? in benachbarten Niveauflächen, und nenne ich ds 

den Abstand derselben, so wird J=^= ., oder Ids 

ds ds 

= 9^i~~9^2' -Die Größe Ids nennt man die magnetische 

Stärke eines Blattes, und wir sehen, daß das Eisenstück 

im magnetischen Felde sich auch in magnetische 

Blätter senkrecht zu den Magnetisierungslinien 

zerschneiden läßt, die in ihrer ganzen Ausdehnung 

konstante Stärke haben. 

§ 12. Entmagnetisierende Kraft;. 

Damit ist die Art der durch Induktion hervorge- 
rufenen Magnetisierung im wesentlichen gekennzeichnet. 
Weiterhin läßt sich noch folgendes allgemein voraussagen: 
Zeichnet man die magnetischen Kraftlinien des resultieren- 
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den Feldes Hy so bestehen für diese an der Oberfläche des 
Eisens Quellpunkte und Sinkstellen; und zwar sind dort^ 
wo die Kraftlinien auf das Eisen auf treffen , Sinkstellen, 
also freier Südmagnetismns^ und dort, wo Kraftlinien das 
Eisen verlassen , Qnellpunkte, also freier Nordmaenetismus. 
Es ist mithin die Zahl der Kraftlinien im Innern des Eisens 
jedenfalls kleiner als die Zahl der von außen das Eisen 
erreichenden Kraftlinien. Die Kraftlinien des Feldes, das 
von den an der Oberfläche auftretenden freien Magnetismen 
erzeugt wird, lagern sich über das gegebene Feld derart 
über, daß im al^meinen in der Nähe der Oberfläche im 
Luftsraum eine vermehrte Kraft auftritt, daß abo die Kraft- 
linien hier dichter sind; dagegen ist im Innern die Kraft 
im allgemeinen geringer, als die des gegebenen Feldes war. 
Man nennt die von den freien Magnetismen ausgehende im 
Innern des Eisens wirkende Kraft, die also die gegebene 
herabsetzt, auch die „entmagnetisierende Kraft^^ 
Während die Kraftliniendichte im Eisen im allgemeinen 
geringer ist als im gegebenen Felde an der gleichen Stelle, 
ist bei den Induktionslinien das entgegengesetzte der Fall. 
Denn im Luftiaum decken sich die Induktionslinien mit den 
Kraftlinien; nun findet aber in der Nähe der Oberfläche, 
wo die freien Magnetismen auftreten, im Luftraum eine Ver- 
dichtung der Kraft- bzw. Induktionslinien statt, und diese 
setzen sich nun als Induktionslinien in das Innere fort, so 
daß auch im ganzen Innern im allgemeinen eine größere 
Dichtigkeit der Induktionslinien herrschen muß 
als im gegebenen Felde an der gleichen Stelle. 

Zahlenmäßig lassen sich diese Verhältnisse sehr einfach 
übersehen, wenn der Eisenkörper eine Ki^l in einem homo- 
genen Felde ist. In diesem Falle ist wegen der allseitigen 
Symmetrie die Richtung der Magnetisierung jedenfalls über- 
einstimmend mit der Richtung des Feldes, und wir können die 
Formeln des § 42 und 45 des ersten Bandes über die dielek- 
trische Kugel unmittelbar anwenden. Bezeichnen wir die 
entmagnetisierende Kraft mit H^i^ so ist die Intensität der 
Magnetisierung I^'k{n^ — H^i). Nun war aber nach § 9 

I=-3 — . Das Volumenelement dv können wir auch schrei- 
dv 

ben dsdS, wenn dS der Querschnitt einer Induktionsröhre 

ist. An den Stellen, die wir die Pole der dielektrischen 
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Kugel nannten^ ißt dann i*=---^=.<To gleich der Oberflachen- 
dichte der Belegong. Es wird also ifc(jHi — flitf)«=-ao. Nun 
ist nach § 42, Band I Hu «= -^-c^o = —5— (B.^ — Hu) 9 also wird 

Hi — H%i^H^ 



1 + i^* 
und 

und femer wird in der Kugel 

Wir sehen also^ daß die Kraftliniendichte im Innern 
der Kugel herabgeht auf das — ^fache, während die 

Dichte der Induktionslinien steiget auf das ^ . , — ^^fache. Ist 

1 + t^* 
Ä; sehr klein, so ist die Änderung der Dichte für beide lonien« 
arten sehr gering; ist dagegen h sehr groß, so geht die 
Kraftliniendichte nahe auf Null herab, wahrend die Dichte 
der Induktionslinien bei der Kugel im Maximum auf das 
dreifache der Liniendichte des gegebenen Feldes steigen kann. 

Die entmagnetisierende Krä^ Hu hat ihren Ursprung 
in den freien Magnetismen an der Oberfläche des läsens. 
Können diese vermieden werden, so wurde H%i = sein. 
Praktisch ist dies der Fall für einen sehr langen cylindrischen 
Eisenkörper, der in der Sichtung der Kraftlinien in ein 
homogenes Feld gebracht ist. Der freie Magnetismus be- 
findet sich bei diesem ganz an den Enden, und an einer 
Stelle in der Mitte des Cylinders, die sehr weit von den 
Enden entfernt ist, kann dann jETs^^^O gesetzt werden. Hier 
ist dann H=n^ und B = (aH^] d. h. das Kraftlinienfeld 
ist hier durch das Einbringen des Eisenkörpers gar 
nicht gestört, aber die Zahl der Induktionslinien 
ist im Eisen das /ifache von derjenigen in der Luft 
geworden. 

Bei einem beliebig gestalteten Eisenkörper in be* 
liebig gegebenem Felde gestaltet sich die Bestimmung der 
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resultierenden Kraft- und Induktionslinien im allgemeinen 
zu einer sehr verwickelten mathematischen Aufgabe. Es 
gilt dann die Kräfte H^ zu berechnen; um dieselben zu 
finden^ hat man die Bedingungen^ daß H^ außerhalb des 
Eisens von einem Potential Fg« ableitbar ist, und innerhalb 
von einem andern Potential Fg,«. Für beide Potentiale gilt, 
daß sie im Endlichen überall endlich und stetig sein müssen, 
y^a wird im Unendlichen Null. Beide müssen der Laplace- 
schen Gleichung AV=^0 genügen. Außerdem sind beide 
miteinander durch die OberiBächenbedingung verbunden, daß 
/iHn — jLioHn = sein muß, wenn Hn die nach innen ge- 
richtete und Hn die nach außen gerichtete Normalkomponente 
von H ist. Hierfür kann auch geschrieben werden 



oder 






Durch diese Bedingungen ist die Aufgabe vollständig 
bestimmt und ihre Losung eindeutig; aber ihre wirkliche 
Auflosung ist im allgemeinen nur durch Entwicklung nach 
Kugelfunktionen möglich. Das Problem selbst ist durch 
diese Feststellung der Bedingungen auf genau, die gleiche 
mathematische Aufgabe zurückgeführt, die auch bei der Be- 
stimmung der Strombahnen in einem ausgedehnten leitenden 
Metallkörper auftrat, und darauf beruht auch die Ähnlich- 
keit, die sich zwischen dem Verlauf der magnetischen In- 
duktionslinien und den Bahnen elektrischer Ströme in körper- 
lichen Leitern verfolgen läßt. 

§ 13. Potential eines solenoidalen Magnetes. 

Da die induzierte Magnetisierung sich in magne- 
tische Fäden und in magnetische Blätter vollständig auf- 
teilen läßt, so erhalten diese beiden Anordnungen von 
Magnetisierung eine besondere Wichtigkeit für die Berech- 
nung magnetischer Wirkungen. Betrachten wir zunächst 
einen magnetischen Faden, so besteht derselbe aus in der 
•Bichtaing der Tangente des Fadens polarisierten Yolnm- 
el<ßmenten, an deren Endquerschnitten stets die gleichen 
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Mengen von entgegengesetztem Magnetismus sich befinden. 
Für die Femwirkung heben sich dalier stets die Wirkungen 
der Belegungen der aneinander stoßenden Enden zweier 
Elemente auf^ und es bleibt nur die Wirkung der beiden 
äußersten Endbelegungen übrigf. Ist die Starke des Fadens 
mit J' bezeichnet, so ist J=Id8. Es ist aber Idv = IdSds 
= mds, also wird die Stärke J=m, d. h. numerisch gleich 
der Menge Magnetismus^ die am Ende eines jeden Elementes 
angehäuft ist. Das Potential der Femwirkung des Fadens 

in irgend einem Punkte wird daher V=j{ 1 , wemi r^ 

und rg die Abstände des betrachteten Punktes von den 
Enden des Fadens sind. Zu demselben Ergebnis müssen 
wir natürlich auch gelangen, wenn wir das Potential jedes 
Volumelementes berechnen und dann über die ganze Länge 
des Fadens integrieren. In der Tat ist das Potential eines 
Volumelementes 

\r r-\-ar/ r^ 
folglich /i i\ 

Ist jetzt ein Magnet ganz aus magnetischen Fäden, die 
alle bis an seine Oberfläche heranreichen, zusammengesetzt, 
so kann seine Fernwirkung auch nur von der Lage der 
Fadenenden auf der Oberfläche abhängen, und muß gänzlich 
unabhängig sein von der Lage und Gestalt der übrigen Faden- 
teile. Es bedeutete in der Formel IdS = m dS den Quer- 
schnitt des Fadens. Tritt der Faden schräg an die Ober- 
fläche heran, so ist das Flächenstück, das er aus der Ober- 
fläche herausschneidet, do= , wenn e der Winkel zwischen 

cos 6 

dem Faden und der Normalen zur Oberfläche ist. Die Ober- 
flächendichte ist dann o = -j- = — y^=— = Jcos€ = li,, wenn 

do dS, 

In die Normalkomponente von I ist, und.es wird das Po- 
tential eines aus magnetischen Fäden bestehenden 
Magnetes ^j ' 

V^l^do. 
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Dieser Wert gilt sowohl außerhalb ^ als auch innerhaU) 
der Eisenmasse, deun von einer Stelle im Innern kann ich 
mir stets die Faden so fortgebogen denken^ daß der Punkt 
ein äußerer wird^ und dies Fortbiegen der Fäden hat auf 
die Wirkung derselben keinen Einfluß. 



§ 14. Potential eines magnetischen Blattes. 

Anstatt den Eisenkorper nach magnetischen Fäden zu 
zerteilen y können wir ihn auch nach magnetischen Blättern 
zerlegen und die Gesamtwirkung als Summe der Wirkung 
der einzelnen Blätter ansehen. Ein magnetisches Blatt be- 
steht aus Yolumelementen, für welche die Stärke Id$ = Pf 
oder die Potenz des Blattes, die gleiche ist^ und es ist 
Ids d8^Pd8 = mds. Das Potential eines solchen Volum- 
elementes in einem Punkte im Abstand r von demselben 
ist wieder 

jtT7 /l 1\ ^ ff \ m dr mds . . 

Nach der vorhergehenden Beziehung kann man dafür 

PdS 
jetzt schreiben (?F= — ^oos(r5). Nun ist aber d/Scos(r5) 

die Projektion des Flächenelementes dS auf eine Kugel mit 

dem Badius r um P als Mittelpunkt; folglich ist ^ — - 

das entsprechende Flächenstück auf einer konzentrischen 
Kugel mit dem Radius Eins. Nennen wir dieses den Baum- 
winkel, unter dem dS von P aus gesehen wird, und bezeichnen 
es mit d(X)y so wird jetzt dV=Pd(o. 

Die Gresamtwirkung des Blattes ist die Summe der 
Wirkungen der einzelnen Elemente; da aber P über das 
ganze Blatt konstant ist, so wird 



r-^Pjdco = P(o, 

<L h. das Potential eines Blattes in einem Punkte ist 
gleich dem Produkt aus der Potenz in den Baum- 
winkel, unter dem das Blatt von dem Punkte aus 
erscheint. Die Wirkung des Blattes ist also von der Form 
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der Fläche des Blattes vollkommen unabhängig mid allem 

durch die Begrenzungslinie bestimmt. Dieser Tatsache muß 

sich dann aber auch dadurch Ausdruck verleihen lassen^ daß 

die Kräfte des Blattes in einer Form dargestellt werden, in 

welcher nur die Elemente der Randkurve vorkommen, und 

nicht mehr diejenigen der Fläche des Blattes. Bezeichnen 

wir mit dl ein Element der Bandkurve und berechnen die 

magnetische Kraft, die auf den Punkt P in der Sichtung 

einer Strecke p ausgeübt wird, so ist dieselbe gegeben durch 

' dV 
den Wert von —-^' Anstatt nun bei Ausführung dieser 

Differentiation den Punkt P um dp verschoben zu denken, 
erhalten wir offenbar geometrisch genau dasselbe Besultat, 
wenn wir P ruhend und dafür das ganze Blatt um —dp 
verrftckt denken. Jedes Element dl der Eandkurve bestreicht 
dann die Fläche eines Parallelogramms mit den Seiten dl 
und dp. Projizieren wir dieses Parallelogramm auf die 
Einheitskugel um P, so entspricht es einem Baumwinkel, 
den wir de nennen wollen. Addieren wir alle Werte de 
unter sinngemäßer Berücksichtigung ihrer Vorzeichen, so er- 
halten wir offenbar die Änderung des ganzen Raumwinkels oy; 
es kommt also darauf an, den Wert von de zu bestimmen. 
Es gelingt dies leicht, wenn wir den Inhalt der Pyramide 
berechnen, die über dem Parallelogramm dl dp steht und die 
Spitze in P hat Dieser Inhalt ist einmal gleich ^r^de, 
dann läßt er sich aber auch nach einem bekannten Satze 
der Geometrie durch die Determinante der neun Kompo- 
nenten von drei Seiten der Pyramide ausdrücken. Be- 
zeichnen wir die Komponenten von r mit a—x, b—y, c—z, 
die von dl mit dx, dy, dz und die von dp mit da, db, de, 
so wird der Inhalt der Pyramide 
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Die Kraft, die auf P in der Sichtung jp. wirkt, ist dann 

SV Pd(o_ rde^ 
~ J dp 



dp 



dp 



'{ 



r 
.da 



ai 



/ , de ^ dh\ r /, ec , Ba\ 



dp 

1 



"r (, db . Sa\ 



Hieraus erhalten wir die drei Komponenten der Kraft 
nach den Koordinatenachsen, wenn wir dp der Beihe nach 
die Werte da, db, de erteilen und erhalten 




C08(?«) 3— C08( 




Ul, 



'öl 



= P 



\^ cmQ.x) - -^ cos {le)j dl, 
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= P 



~ coQ(ly) — -^co8(lx)j dl . 



Damit sind die Ausdrücke für die magnetische Kraft 
des Blattes in der Tat ausgedrückt als Linienintegrale über 
die Randkurve. Die Unbestimmtheit^ die bei dieser Ableitung 
durch die Einführung des Volumens einer Pyramide über das 
Vorzeichen bzw. über die Richtung, in der die Randkurve 
beim Integrieren mnlaufen wird, noch übrig bleibt, bestimmen 
wir nachtraglich durch folgende Überlegung. Das Blatt sei 
kreisförmig und wir legen die X-Achse senkrecht durch die 
Mitte des Blattes, so daß sie das Blatt von der Süd- nach 
der Nordseite hin durchsetzt. Aus Symmetriegründen muß 
dann die Kraft an einem auf der positiven Seite der X-Achse 
liegenden Punkt in der X-Achse selbst liegen und positiv 
sein. Der Anteil, den jedes Element der Randkurve in dem 
Integral für L zur Gesamtwirkung beiträgt, muß ebenfalls 
f&r alle der gleiche sein, also müssen auch alle Elemente 
unter dem Integralzeichen einen positiven Beitrag liefern. 
Betrachten wir jetzt das in der Y-Achse liegende Element, 
80 wird für dieses cos(Zy) = 0, cos(Z;2?) = l. Das Element 

liefert also den Beitrag -jj-dl. Nun nimmt für ein posi- 
tives db r ab, denn ein positives db bedeutet, daß der An^ 
griffspunkt, P, der Kraft in der F-Richtung zu verschieben 

ist, also ist 5— jetzt positiv, es kann dieser Ausdruck daher 

nur dann positiv sein, wenn dl selbst positiv ist. Die 
Integration um die Randkurve hat also von der 
Nordseite des Blattes her gesehen entgegengesetzt 
der Drehung des Uhrzeigers zu erfolgen, wenn die 
Achsen XYZ ein Rechtsschraubensystem bilden, und 
r von der Randkurve nach P hin gerechnet wird 
Wenn es nun auch richtig ist, daß der Wert des Poten- 
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tials eines Blattes unabhängig ist von der besonderen Form 
des Blattes^ wenn nur die Konturen dieselben sind, so tritt 

hier doch noch eine Be- 
sonderheit auf. Nehmen 
wir das Blatt zunächst als 
eben an (siehe AB in Fig. 2) 
und gehen von einem Punkte 
nahe an der Nordseite des 
Blattes aus^ so ist hier^co 
nahezu gleich 2n, also 
Fi = 27rJP. Verfolgen wir 
jetzt eine Linie, die im 
Bogen um den Band des 
Blattes herumfuhrt bis zu 
einem Punkte Pg, der dem 
Pi auf der andern Seite des 
Blattes gegenüber liegt, so 
haben wir hier (o = — 2n 
zu rechnen, da das Blatt 
von der andern Seite ge- 
sehen wird. Es wird also die 
Differenz V^ — V^^AtiP. 
Würden wir also direkt 
von Pi nach Pg hinübergehen, so muß beim Passieren der 
Fläche des Blattes das Potential einen Sprung von der 
Größe AnP machen. Verbiegen wir jetzt das Blatt in die 
in der Figur gestrichelte Form, so bleibt zwar das Potential 
in Pj dasselbe, aber jetzt können wir von P^ nach P, ge- 
langen, ohne die Flache des Blattes zu passieren; in P^ ist 
also jetzt das Potential nicht mehr dasselbe wie vorhin, 
sondern um die Größe AnP geändert. Halten wir also 
nur die Kontur fest und lassen die Fläche des Blattes 
noch unbestimmt, so ist auch das Potential um den 
Wert 4:7tP unbestimmt; erst durch Festlegen der Fläche 
wird das Potential des Blattes eindeutig, da dann erst die 
Stellen festgelegt sind, wo dasselbe sich sprungweise ändert. 
Bilden wir das Linienintegral der magnetischen Kraft 
für ein magnetisches Blatt, so ist dieses längs einer Linie, 
die die Fläche des Blattes nicht schneidet, stets gleich der 
Differenz der Potentiale in den Endpunkten der Linie (vgl. 
Band I, § 18) und ist die Linie in sich geschlossen, so ist 
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das linienintegral gleich Null. Durohsetzt dagegen die Ldnie 
die Flache des Blattes^ so ist zur Differenz der Potentiale 
in den Endpunkten noch die Größe AnP hinzuzufügen oder 
abzuziehen, je nach der Richtung, in welcher die Flache 
durchsetzt wird» Das linienintegral über eine gesdilossene 
•Kurve, die die Kontur des Blattes einmal umschlingt, ist 
gleich +4:7tP. Nach dem im § 18 des ersten i&mdes 
hierüber Gresagten ergibt sich also, daß f&r die Kraft eines 
magnetischen Blattes der Vektor, den wir den curl der 
magnetischen Kraft nennen, also curl^, nicht im ganzen 
Baume gleich Null sein kann. Die Punkte, in denen curl H 
Bicht verschwindet, sind in diesem Falle die Punkte des 
Blattrandes. 

§ 15. Potential eines lamellaren Magnetes. 

Betrachten wir jetzt einen Körper, der aus aufeinander 

geschichteten magnetischen Blättern besteht, so ist das 

Potential eines solchen gleich der Summe der Potentiale der 

einzelnen Blatter. Das Potential wird in einem Punkte 

nahe am Nordende des obersten Blattes am größten sein. 

Bewegen wir uns von hier aus vom Magneten fort in der 

Bichtung s, so nimmt das Potential ab, es ist daher die Kraft 

dV 
£r= — -r— vom Nordende des Magneten fortgerichtet. Be- 

wegen wir uns dagegen von A aus durch das oberste 
Blatt hindurch in den Magneten hinein, so nimmt das 
Potential auch nach dieser Richtung hin ab, indem es bei 
jedem Hindurchtreten durch ein Blatt um AnP kleiner wird. 
Im Innern des Magneten ist also stets die Kraft H der 
Bichtung der Magnetisierung 1 entgegengesetzt gerichtet, 
wenn kein äußeres Magnetfeld vorhanden ist, die diese Kraft, 
die wir auch bereits die entmagnetisierende Kraft nannten, 
überwiegt 

Fassen wir einen derartigen Körper als selbständigen, 
oder permanenten Magneten auf, so bestehen auch für ihn 
zwischen der inneren Kraft Hi, der äußeren Ejraft Ha und 
der Magnetisierung I die folgenden Beziehungen. Befindet 
sich in einem Element der Oberfläche die Magnetismus* 
menge m, so können wir dieses Element mit einer kleinen 
Fläche umschließen und haben dann für das so erhaltene 
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Yolumelement jedenfalls divH^Antn. Es setzt sich aber 
divH in diesem Falle zusammen^ wenn mit H^ wieder 
die Normalkomponenten zur Oberflache verstanden werden, 
aus HnidS und HnadS, die in diesem Falle beides aus 
dem Volumen austretende Eraftflüsse sind und daher addiert 
werden müssen. Also wird Ajim = (Hni + Ena) dS. Auf der# 
andern Seite ist auch IndS^m, folglich 

A7lIn = IIni + SHß oder Hna = — Hni + 4:7lIn. 

In dieser Gleichung ist aber ausgesprochen, dsä, wenn 
wir für den ganzen Eaum einen Vektor bilden als Summe 
H+Ajily so wird dieser im Außenraum überall mit Ha iden* 
tisch sein. Im Innern des Eisenkörpers wird er, da beim 
Eintritt in das Innere H die Richtung ändert, identisch mit 
dem auf der rechten Seite der letzten Gleichung stehenden 
Vektor; dann aber sagt jene Gleichung aus, daß der so ge- 
bildete Vektor sich kontinuierlich in das Innere fortsetzt; 
für ihn gibt es keine Divergenzstellen, er ist solenoidal in 
geschlossenen Kurven verteüt. Dieser Vektor entspricht in 
diesem Falle der magnetischen Induktion, indem er im Luft- 
raum mit Sa identisch ist und im Eisenkorper sich aus der 
Kraft und der Magnetisierung zusammensetzt. So wird es 
möglich, den Begnff der Induktion auch auf permanente 
Magnete zu übertragen. Vergleichen wir einen derartigen 
Magneten mit dem durch Induktion in einem äußeren Felde 
magnetisch gewordenen Eisenkörper, so ist zu beachten, daß 
im Magneten -Hi und AtzI durchaus nicht in derselben Rich- 
tung zu liegen brauchen, daß also die Addition durchaus als 
geometrische Addition aufzufassen ist. Während beim weichen 
Eisen I und JS stets in gleicher Richtung liegen, und wir 
daher durch algebraische Addition erhielten H+4i7iI=B, 
hat beim permanenten Magneten die Beziehung I=kH 
keinen Sinn, und die Gleichung B^Hi + Anl entspricht 
lediglich der Gleichung JS=Hi + H2 für das weiche Eisen* 
Der Größe I kommt beim permanenten Magneten eine un- 
abhängige Bedeutung zu, die ihr beim weichen Eisen fehlte. 

Die letzten Ableitungen wurden nur für einen aus magne- 
tischen Blättern zusammengesetzten Magneten ausgeführt; es 
hat jedoch keine Schwierigkeit, indem man /seine selbständige 
Bedeutung beläßt, die Gültigkeit der letzten Beziehungen* auch 
für beliebig aufgebaute Magnete abzuleiten. Die Ausführung 



§ 16. Gestaltsfaktor. 31 

ist eine rein mathematische Angabe, die nur vom Standpmikte 
der reinen Fernwirkungslehre besonderes Interesse hat; da 
hier jedoch die Femwirkung stets nur als mathematische 
Hilfskonstruktion eingeführt ist, so haben die beliebig auf- 
gebauten permanenten Magnete för uns nicht das Interesse^ daß 
auf diese Entwickelungen naher eingegangen zu werden brauchte; 

§ 16. Gestaltsfaktor. 
Kehren wir jetzt wieder zurück zu dem Eisenkorper 
im magnetischen Felde ^ so ist es oftmals zweckmäßig, 
der entmagnetisierenden Kraft E^ noch eine andere Form 
zu geben. Wir sahen, daß das Potential von H^ gleich der 
Summe von Potentialen magnetischer Blätter ist. Nun ist das 
Potential eines Blattes gleich Pcoy d. h. es besteht aus zwei 
Faktoren, von denen der eine, cw, nur von der geometrischen 
Form des Blattrandes abhängt, während der andere allein 
durch die Magnetisierung bestimmt, nämlich gleich Ids ist. 
Das Potential von H2 ist also die Summe der Größen Ids • co 
über alle einzelnen Blätter. Für alle diese Blätter hat aber 
Ids = P die gleiche Größe, und es wird daher die Komponente 

der Kraft H^ in der Eichtung von 5, H^i^^Ids—j — . Nun 

hängt sowohl —5 — als auch die im Faktor Ids auftretende 
äs 

Größe ds'nur von der Gestalt des Körpers ab, denn ds 
ist der Abstand benachbarter Niveauflächen des Potentials 
der Magnetisierung, und dies Potential selbst ist durch die 
Oberflächenverteilung bestimmt. Ea läßt sich daher JS^^ für 
jeden Ort als das Produkt aus der dort bestehenden Mag- 
netisierung / und einem Faktor schreiben, der nur von der geo- 
metrischen Gestalt des Eisenkörpers abhängt, also Hg^ = elj 
wo e der „Gestaltsfaktor'^ genannt wird. Dann wird aber, da die 
ursprünglich gegebene Kraft H^ durch die Kraft H^ stets ge- 
schwächt wird, die resultierende Gesamtkraft H= Hsi —• elzM 
setzen sein. Hier kann einfach H an Stelle der Komponente jS!^ 
geschrieben werden, weU / und H stets gleichgerichtet sind. 
Dieselben sind femer durch die Gleichung verbunden: I=kH, 

also wird auch _. _ __ , _ 

I=kHai — ekI 

oder Je 
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Hierdurch ist i in direkte AbhSngigkeit von der Kraft 
Hl des ursprünglich gegebenen Feldes gebracht derart^ daB 
för diese Abhängigkeit zwei Faktoren bestimmend sind, deren 
einer k nur von dem magnetischen Verhalten des Eisens 
abhangt und zunächst im ganzen Innern des Eisens als 
konstant angenommen werden soll. Der andere Faktor e 
hängt nur von der geometrischen Gestalt ab und ist im all- 
gemeinen an den verschiedenen Orten verschieden. 

Aus dieser Beziehung zwischen / und H läßt sich all- 
gemein folgendes übersehen. Hat e nicht gerade einen sehr 
großen Wert, so wird für kleine Werte von Je, wie sie allen 
Körpern außer der Eisengruppe zukommen, das Glied ek 
im Nenner gegen 1 zu vernachlässigen sein; dann wird 
J== kHsi y das heißt, der Einfluß der Gestalt tritt ganz zurück. 
Im entg^ngesetzten Fall, wo k sehr groß ist, wie unter 
Umständen beim Eisen, nähern wir uns dem Grenzwert 

1 = — J^si; dann also fangen Verschiedenheiten in den Werten 

von k an ohne Einfluß zu sein, und die Gi-öße von I ist 
dann allein durch die Gestalt des Körpers bestimmt, aus- 
genommen, wenn e gleichzeitig sehr klein wird. 

Die Größe e betreffend haben wir gesehen, daß sie im 
allgemeinen mit dem Orte veränderlich ist; ausgeschlossen ist 
es aber nicht, daß für besondere Körperformen e im ganzen 
Innern konstant sein kann. Solche Körperformen würden 
offenbar eine besonders wichtige Bedeutung gewinnen können, 
denn, wenn das gegebene Kraftfeld homogen, H^ also über- 
all konstant ist, so folgt dann, daß auch / und H^ im ganzen 
Innern des Körpers konstant sind, das heißt ein solcher 
Körper würde durch ein homogenes Feld stets auch homogen 
magnetisiert, an jeder Stelle im Innern tritt die gleiche Ge- 
samtkraft und die gleiche Intensität der Magnetisierung 
ein. Für diesen Fall würden unsere Formeln auch dann 
noch Geltung behalten, wenn k nicht wie bisher konstant, 
sondern selbst von der Magnetisierung abhängig ist. Denn 
setzt man einen solchen Körper nacheinander verschiedenen 
homogenen Magnetfeldern aus, so tritt doch in jedem Einzel- 
fall nur eine Magnetisierung, also auch nur ein k auf, so 
daß jedesmal die Gleichung anwendbar bleibt. Ergeben sich 
dann bei einem solchen Körper durch Versuche für ver- 
schieden starke Felder verschiedene Werte für A, so würde 
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dadurch die Abhängigkeit zwischen h und /geprüft werden 
können. Es ist daher von Wichtigkeit, festzustellen, ob es 
Körper von der Form gibt, daß für sie e im ganzen Innern 
eine Konstante wird. In diesem Falle ist H^ als konstant 
gegeben, also ist das Potential von JBi, Fj, eine lineare 
Fimktion der Koordinaten. Ebenso soll I konstant werden, 
also muß auch das Potential der Gesamtkraft ZT, F, eine 
lineare Funktion der Koordinaten sein. Da aber F= F^ + V^ 
ist, so folgt, daß auch V^ eine solche lineare Funktion der 
Koordinaten sein muß. Wir haben also zu ermitteln, wann Fg , 
dessen Wert wir in der Form P2co bereits kennen, eine 
lineare Funktion der Koordinate sein kann. 

Wir gehen zu dem Zwecke noch einmal auf die Ein- 
teilung des Körpers in die Volumelemente zurück und sehen, 
daß im Falle einer ganz gleichmäßigen Magnetisierung alle 
diese Volumelemente, die ja durch die Kraftröhren und 
Niveauflächen gebildet wurden, ganz gleich werden, und die 
Ladungen mit Magnetismus an den Enden sind ebenfalls 
überall die gleichen. Die Berechnung des Potentials Fg 
kann nun in diesem Falle, anstatt die Elemente in Fäden 
oder in Blätter gruppenweise zusammenzufassen, wegen der 
gleichmäßigen Verteilung der Magnetismen offenbar auch so 
geschehen, daß erst das Potential für alle Nordmagnetismen 
berechnet wird, und dann dasjenige für alle Südmagnetismen 
abgezogen wird. Nun kann letzteres außer im Vorzeichen 
sich von ersterem offenbar nur dadurch unterscheiden, daß 
alle Südmagnetismen gegen die Nordmagnetismen um die 
Länge des Volumelements ds verschoben erscheinen. Ist 
also das Potential der Nordmagnetismen für eine der Einheit 
gleiche Raumdichte mit U bezeichnet, so ist das der Süd- 
magnetismen gleich U-\--T-ds] folglich wird T^ = — t~^^- 

Schreiben wir noch die Raumdichte mit -^- , so wird das Po- 

dv 

tential für die gegebene Verteilung Fg = — ^ — ^ — == — ^-^ • 

Damit dieses V^ eine lineare Funktion der Koordinaten ist, 
muß offenbar TJ eine quadratische Funktion der Koordinaten 
sein. Die Größe U ist aber ihrer Herleitung nach nichts 
anderes als das einfache Gravitationspotential eines Körpers 
von homogener Masse. Die Aufgabe, Körperformen zu 

Classen, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. U. 3 
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finden^ für welche der Gestaltsfaktor e im ganzen 
Innern konstant ist^ ist damit auf die andere zu- 
rückgeführt, einen Körper von homogener Masse 
anzugeben, dessen Gravitationspotential eine qua- 
dratische Funktion der Koordinaten ist. Die Potential- 
theorie lehrt, daß das homogene EUipsoid ein solcher Körper 
ist, und damit ist die Bedeutung dieses Körpers für die 
Theorie des Magnetismus erklärt. 

§ 17. Homogenes EUipsoid. 

Die Ableitung des Gravitationspotentials des homo- 
genen Ellipsoides ist eine sehr schwierige, mathematische 
Aufgabe, in bezug auf deren Ausführung wir daher auf die 
Bearbeitung der Potentialtheorie in dieser Sammlung ver- 
weisen. Für hier mag das Ergebnis genügen, daß das 
Potential sich in der Form einer homogenen quadratischen 
Funktion schreiben läßt, wenn die Achsen des IHlipsoides 
zu Koordinatenachsen genommen werden. Es hat also dann 
das Potential die Form 

Bezeichnen wir dann die Komponenten der Magneti- 
sierung I mit Ä,BjG und mit Z, m, n die Richtungskosinusse 

von J, so ist 1= -T- = — = — , und es folfft aus dem im 
' l m n ' ^ 

vorigen Paragraphen über den Zusammenhang des Gravi- 

tationspotentials mit dem Potential der entmagnetisierenden 

Kraft Gesagten 

r, = -[Ä^^+B^-^ + C^-^ = I{Plx+Qmy + Bn0). 

Hieraus werden die Komponenten der Kraft E^ ge- 
funden zu 

i, = -^ = -^P; M, = -BQ; N,^-CB. 

Die Eichtungskosinusse der Kraft H2 sind proportional 
mit APy BQ, CR; also zeigt sich, daß JE?2 ina allgemeinen 
nicht mit I gleichgerichtet ist. 

Ist die Magnetisierung durch ein äußeres Feld J?i niit 
den Komponenten L^^M^, N^ hervorgerufen, so haben wir für 
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die magnetische Gesamtkraft die Komponenten L=L^—AF; 
M=Mi — BQ; N=N^ — CB. Da nun stets I=JcH, so 
ergibt sich für die einzekien Komponenten durch Auflösung 
der Gleichung Ä==k(L^—ÄP) 

,^ To T 
und entsprechend 

s=rÄe^'' "-dm"- 

Wir sehen also, daß hier an Stelle des Gestaltsfaktors e 
des vorigen Paragraphen für die einzelnen Koordinaten die 
Größen P, Q, R getreten sind, und diese hängen in der Tat 
nur von den Dimensionen des Ellipsoides ab. Die Eich- 
tungen von J, H^ und -ffj sind alle drei im allgemeinen 
verschieden, I liegt in der Richtung der Diagonale des 
Parallelogramms aus H^ und JJg- Hat jedoch die Magnetit 
sierung die Eichtung einer Achse des Ellipsoides, so heißt 
das, die Nord- und Südmagnetismen sind in der Richtung 
dieser Achse gegeneinander verschoben. Dann folgt aber 
aus den Symmetrieverhältnissen, daß JB^ jedenfalls mit dieser 
Achse gleichgerichtet sein muß und dann muß es auch in 
allen andern Punkten im Ellipsoid mit I gleich, aber ent- 
gegengesetzt gerichtet sein. Sind aber I und JB^ in einer 
Linie, so müssen es auch fi^ und H^ seia, da J in der Rich- 
tung der Resultierenden von H^ und H^ liegen soll. Wir 
sehen also, daß das Ellipsoid, wenn es mit einer 
Achse in der Richtung des gegebenen Feldes liegt, 
in der Richtung des Feldes magnetisiert wird. Ist 
die betreffende Achse die Z- Achse, so ist 

^ = 0, ^=0, C^^N,, 

und die Größe R ist dann der Gestaltskoeffizient e, und es wird 

JcR 
auchi2=0, -^2 = 0, N^ = — CR=-— ,7.1^ -^1 oder auch 

Für ein in dieser Weise in der Richtung einer Achse mag- 
netisiertes Ellipsoid lassen sich noch folgende Berechnungen 
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anstellen. Die Gesamtmasse an freiem Nordmagnetismus, 
die auf der einen Hälfte der Oberfläche angehäuft ist^ ergibt 
sich, wenn wir beachten, daß die beiden Arten Magnetismen 
die Volumina zweier Ellipsoide erfüllen, die um das Stück ds 
gegeneinander verschoben sind. Der überragende Teil des 
einen EUipsoides entspricht der Menge freiem Magnetismus, 
in gleicher Weise, wie wir es bei der leitenden Kugel im 
dielektrischen Felde hatten (Band I, § 42). Der Inhalt dieses 
Teiles ist aber gleich dem senkrecht zu ds geführten Quer- 
schnitt des EUipsoides multipliziert mit ds, die Gesamtmasse 
einer Art Magnetismus ist daher I!m = 7tabods^ wenn a die 
Dichtigkeit der Verteilung von einer Art des Magnetismus 
ist (a^bfC seien die halben Achsen des EUipsoides). Da 

aber o = -:r- ^^^ I=—i — ist, so wird 2m = 7idbl. 
dv dv 

Verstehen wir nun ganz allgemein unter dem magne- 
tischen Moment eines gleichförmigen Magnetes das 
Produkt aus der Intensität seiner Magnetisierung 
in sein Volumen, so wird das Moment <Ueses ellipsoi- 
dischen Mac^netes T^ . -, -r 

Wir können dann diesen Magnet für die Wirkung in 

gröBeren Entfernungen ersetzt denken durch einen andern 

Magnet, der das gleiche Moment hat Hat dieser die gleichen 

Massen an freiem Magnetismus, die wir uns in zwei Punkten 

konzentriert denken woUen, so müssen wir den Abstand d 

dieses Punktes so groß wählen, daß 2!m'd=^D = ^7iabcI 

Tiriiu oder 

' d'Tiabl^^TiabcI, 

d = ic, 

d. h. wir können für die Wirkung in die Ferne uns 
die freien Magnetismen in zwei Punkten, den „Polen 
des Magneten" konzentriert denken, deren Abstand 
^ der in der Magnetisierungsrichtung liegenden 
Achse des EUipsoides beträgt. 

§ 18. Rotationsellipsoid. 

Für ein dreiachsiges EUipsoid sind die Größen P, Q, R 
von einem eUiptischen Integral abzuleiten, sind jedoch zwei 
Achsen des EUipsoides, a und b, einander gleich, so daß 
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das Ellipsoid ein Rotationsellipsoid ist, so vereinfachen sich 
die Ausdrücke. Dieselben erhalten für ein abgeplattetes 
Botationsellipsöid folgende Form*): 
Es sei 

Dann wird 

_ /i yr^^2 . \ 

It = A7i\—r — - — - — arc Sinei, 

--3—^^ sine — —y 

Findet die Magnetisierung in der Richtung der Rota- 
tionsachse statt, bei einer flachen Scheibe also senkrecht zur 
Scheibe, so kommt nur R in Betracht, und, ist die Scheibe 
so flach, daß c gegen i und a nicht in Betracht kommt, 
e nahezu gleich 1, so wird R = A7z, In diesem Falle wird 
also die entmagnetisierende Kraft 

Dies ist zugleich der größte Wert, den der Gestalts- 
faktor € = B erreichen kann. 

Erfolgt die Magnetisierung in der Scheibenebene, also 
senkrecht zur Rotationsachse, so kommt allein P= ^ in Be- 
tracht und für eine sehr dünne Scheibe wird 

FQr ein lan^estrecktes Eotationsellipsoid ist zu setzen 



und dann wird 



P . 1-eVl , 1+e A 
\e^ 2e^ 1 — e/ 



*) Nach Du Bois: „magnetische Kreise". 
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Für Magnetisierang in der Richtung der Längsachse 
kommt wieder nur B in Betracht^ und dies wird für sehr 
großes c im Vergleich zu a und b, also einen langen Cylinder 
mit abgerundeten Enden^ gleich 



«-^4{'^'i-^)- 



Ist die Magnetisierung quer zur Cylinderachse, so wird 

Aus beiden Formelgruppen, für das abgeplattete, sowie 
für das gestreckte EUipsoid, ergibt sich für den Grenzwert, 
wo die Exzentrizität e = wird, also für die Kugel 

so daß die Elraft im Innern der Kugel H2 = — ^nI wird, 
und dies entspricht genau dem Wert der Kraft im Innern 
der elektrischen Doppelkugel, wie wir ihn in Band I, 
Seite 73 fanden. 

Liegt die Magnetisierung in der Rotationsachse, so er- 
gibt die folgende Tabelle die Zahlenwerte des Gestalts- 
faktors B für verschiedene Exzentrizitäten, wobei c die 
Rotationsachse ist. 





c; 


a 


e 


R 


) 


1 


12,59 


0,5 


> Schale 


0,866 


6,60 


0,75 


KJKjllaiXC 


0,661 


5,16 


0,9 . 




0,436 


4,77 


1 Kugel 





4,19 


2 ] 




0,866 


2,18 


4 




0,968 


0,95 


10 




0,995 


0,25 


20 


■ Zylinder 




0,085 


50 




0,999 


0,018 


200 




fast 1 


0,0016 


500 J 






fast 1 


0,0003 



Man sieht auch hier wieder, wie mit zunehmender 
Länge eines Cjlinders die entmagnetisierende Kraft immer 
mehr vernachlässigt werden kann. 
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§ 19. HohlkugeL 

Eine andere Aufgabe von praktischer Wichtigkeit ist 
es, die magnetische Kraft im Innern einer Hohlkugel zu 
bestimmen. Wir gehen dazu von den Formeln, die für die 
isoKerende Kugel im dielektrischen Felde gefunden wurden, 
aus und betrachten zunächst zwei konzentrische Kugeln im 
homogenen Felde. 




Fig. 8. 

Die Eadien der Kugeln seien, von innen her gerechnet, 
a^ und ag und die Kugelflächen Si, 82, die Permeabilitäten 
/^) fhf /A)* Betrachten wir zunächst die Kugel 8^ als im- 
endlich groß und ursprünglich mit dem gegebenen Felde Hi 
erfüllt, so wird durch das Einbringen der Kugel 81 in dieser 
ein homogenes Feld H^ bewirkt, das sich über H^ über- 
lagert, und es ist nach Band I, Seite 82 

Nun ist das Feld Hi aber nicht ursprünglich gegeben, 
sondern selbst erst in der Kugel 8^ von endlichem Radius 
hervoi^rufen durch ein im umgebenden Raum gegebenes 
Feld SJ); es ist also zu setzen i?2 = J5^ + -ff2> wo -HTg die 
von der durch J3J, auf 82 hervorgerufenen Oberflächen- 
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belegung erzeugte innere Kraft ist. Stellen wir nun wieder 
für die Fläche 82 die entsprechende Oberflächenbedingung 
auf, so ist zu beachten, daß jetzt zu dem Kraftfluß Hq, Hi 
noch der von der Innenkugel Si bewirkte hinzukommt. Die 
durch 81 hervorgerufene Kraft in der Fläche 82 ist aber 

(a \^ 
— j , so daß die gesuchte Gleichung jetzt 



lautet 



i"2 






■/^o 



Ho-2H,-2H, 



'.©'1 



ß und ersetzt Hi durch J5^ + Jag > 



Setzt man noch 
so wird 

Aus diesen Gleichungen kann man, wenn /^q, fi^, ^ und 
Hq gegeben sind, H^ und fi^ berechnen. 

Ist insbesondere die innere Kugel ebenfalls aus Luft, 
so daß ^ = ^Q = 1 gesetzt werden kann, so läßt sich hier- 
nach die Gesamtkraft im Innern der Hohlkugel ausdrücken 
durch die Kraft des gegebenen Feldes als 

So 



H= H^-\-H^-\-Hi—- 



2{pi-iy 



9/* 



iX-ß) 



wofiir auch bei großem fi geschrieben werden kann 

TT 

-^==l + |Cu-2)(l-|8)- 

In der folgenden Tabelle ist der Faktor von B^ aus- 
gerechnet, und zwar für die für Eisen in Betracht kommen- 
den Werte von fi und für Dicken der Kugelschale, die 
y^, -^ und -\ des Radius der äußeren Kugelfläche ent- 
sprechen. 



(1= 


100 


200 


300 400 


500 


j8 = 0,99* 
0,98 
0,8» 


0,231 
0,032 
0,016 


0,274 
0,040 
0,020 


0,334 
0,053 
0,027 


0,431 
0,077 
0,040 


0,606 
0,143 
0,078 
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Kann man die äußere Kraft und die Kraft im Innern 
der Kugel messen, so kann diese Beziehung benutzt werden, 
um fi zu bestimmen; man tut dann gut, die Dicke der 
Schale nicht größer als y^ des Kugelradios zu wählen. 
Gut es einen Baum durch eine eiserne Schutzhülle gegen 
äußere magnetische Kräfte zu schützen, so wird bereits bei 
einer Dicke der Schale von -^ des Radius die Wirkung 
auf 4 bis 5 ^/^ der äußeren Krsdft herabgesetzt. Durch An- 
wendung von zwei konzentrischen Kugelschalen gelingt es 
leicht, die äußere Kraft auf weniger als -^^ herabzusetzen, 
wie es im Kugelpanzergalvanometer von Du Bois ge- 
schehen ist 

§ 20. Paramagnetismus und Diamagnetismus. 

Ist ein magnetisierbarer Körper umgeben von einem 
ebenfalls magnetisierbaren anderen Medium , so gilt stets 
für die Grenzfläche die oft gebrauchte Beziehung 

oder auch 

Jetzt haben wir aber links an Stelle der DiflPerenz der In- 
duktionen die Differenz der Kräfte, imd diese muß analog, 
wie in der Elektrostatik (Band I, Seite 66), gleich iino sein, 
wenn o die Oberflächendichte an freiem Magnetismus ist. 

Folglich ist ^i=r=—, — 7-> und wir sehen, daß o und Hn 

J±n 471// 

gleiches Vorzeichen haben, wenn // größer als ju ist; das 
heißt aber, a stimmt seiner Art nach mit der Richtung von 
Hn Überein, oder die von dem freien Magnetismus a be- 
wirkte Kraftströmung stimmt mit Hn überein. Liegt also 
Hn in der Richtung vom Medium ju nach yu', so ist a Sink- 
stelle för Hny also Südmagnetismus. Ist dagegen jjf kleiner 
als jLiy so hat der auftretende Magnetismus das entgegen- 

gesetzte Vorzeichen. Da wir für — — r^Hn auch setzen 

können — — ~Hn, so können wir auch sagen, der freie 

Magnetismus an der Grenze zweier Medien ent- 



Hn — Hn = — — Hn* 
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spricht seinem Vorzeichen nach stets der Richtung 
der Kraft in dem Medium; welchem das kleinere ft 
zukommt. Die in diesem letzteren Medium vorhandenen 
Kraftlinien finden beim Auf treffen auf die Grenzfläche Sink- 
stellen vor; folglich ist die Dichtigkeit in dem Medium mit 
kleinerem fjL größer als in dem Medium mit größerem /i. 
Es ist dies nur wieder eine Bestätigung der schon ver- 
schiedentlich erhaltenen Ei^bmsse; und hierin unterscheidet 
sich der Magnetismus nicht im geringsten von den elektro- 
statischen Erscheinungen. Was beim Magnetismus als be- 
sonderes auftritt, ist nur, daß Stoffe vorkommen, für 
welche /* kleiner ist als der Wert fi^ für Luft, ja 
sogar kleiner als der für das Vakuum anzunehmende 
Wert von fi. Diese Stoffe sind daran kenntlich, daß die 
an ihnen durch Induktion hervortretenden £reien Magnetismen 
an der Oberfläche von entgegengesetztem Vorzeichen sind, 
als der Richtung der KJraft in der Luft bzw. im Vakuum 
entsprechen würde; sie werden, wie man zu sagen pflegt, 
entgegengesetzt der Sichtung der magnetischen Kraft magneti- 
siert. Solche Stoffe nennt man diamagnetisch, im Gegen- 
satz dazu die anderen Stoffe paramagnetisch. Da es Ge- 
brauch ist, fjiQ für Luft gleich Eins zu setzen, so folgt für 
die diamagnetischen Stoffe /i=l -|-4jrx<l; für diese Stoffe 
hat also x einen negativen Wert, und da I^xH ist, finden 
wir auch in der Tat die Intensität der Magnetisierung ent- 
gegengesetzt der magnetischen Kraft. 

Hieraus geht auch wieder hervor, daß / und ebenso 
auch X nur als mathematische Hilfsbegriffe völlig verständ- 
lich werden, denn es erscheint widersinnig, daß eine Kraft; H 
Ursache einer wirklichen magnetischen Verteilung sein soll, 
die ihr selbst entgegengesetzt gerichtet ist. Das Verhältnis 
wird sofort verständlich, wenn J, wie oben geschehen, nur 
als Differenz zweier magnetischer Verschiebungen aufgefaßt 
wird. 

Der Wert von x ist bei allen diamagnetischen Sub- 
stanzen stets nur eine außerordentlich kleine Zahl, numerisch 
noch am größten bei Wismut gleich — 4 o o^o o o ^ bei para- 
magnetischen Körpern bleibt er auch stets sehr klein, außer 
bei der Gruppe der Eisenkörper, und erreicht hier Werte 
bis zu 40 und auch noch darüber hinaus. 



Viertes Kapitel. 
Das magnetische Maßsystem. 



§ 21. Einheit des Magnetismus und der Feldstärke. 

Die Analogie der magnetischen Erscheinungen mit den 
elektrostatischen fuhrt uns dazu^ auch die Herleitung der 
magnetischen Maße genau dem elektrostatischen Maßsystem 
nachzubilden. Dabei tritt allerdings von vornherein der 
Gegensatz zwischen magnetischen und elektrischen Mengen 
hervor, denn, wie im § 24 von Band I auseinander- 
gesetzt, beruhte die Möglichkeit der Einführung der elektri- 
schen Maße in einem absoluten Maßsystem auf der Mög- 
lichkeit, vermittels eines Elektrometers gleiche Elektrizitäts- 
mengen abzusondern und zu addieren. Gerade diese 
Möglichkeit fehlt aber beim Magnetismus zufolge seiner Be- 
sonderheit, nur als freier Magnetismus zu existieren. Immerhin 
aber wissen wir, daß bei einem langen und dünnen Stahl- 
draht, der gleichmäßig magnetisiert ist, die freien Magnetis- 
men sich ganz an den Enden befinden. Befestigen wir daher 
einen solchen Magneten mit seinem einen Ende im Dreh- 
punkt einer gewöhnlichen Wage oder einer Coulombschen 
Drehwage, so werden alle auf diesen Pol wirkenden mag- 
netischen Kräfte durch den ünterstützungspunkt der Wage 
au%ehoben, und wir haben es bei allen entstehenden und 
durch die Wage zu messenden Ausschlägen nur mit den 
den freien Pol angreifenden Kräften zu tun*). Nahem 
wir diesem Pol einen Pol eines andern, ähnlich langen 
Magnetes, so wirken im wesentlichen nur diese beiden 



♦) Vgl. Grimsehl. Zeitschr. f. phys. Unter. 1903. p. 334. 
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einander genäherten Pole aufeinander. Setzen wir nun, 
genau wie in der Elektrostatik, wieder fest, daß aus der 
Magnetismusmenge Eins stets Aji Kraftlinien austreten 
sollen, und daß dann zwischen zwei Einheiten im Abstände 
Eins die Kraft jll herrschen soll, wo ju die im allgemeinen 
gleich Eins zu setzende Permeabilität ist, so genügt die be- 
schriebene Anordnung, um die Größe der in den Enden 
langer Stäbe befindlichen Mengen von Magnetismus durch 
Wägungen zu bestimmen. Denn nehmen wir drei solche 
Magnetstäbe mit den Mengen an Nordmagnetismus %, mg, 
Wg und nähern bei den Wägungen die Nordpole stets bis 
auf den Abstand r, so werden, wenn /x = l angenommen 

wird, die Kräfte K,^^; K,=^; ^ = ^?i^ 



/7^ TT 
beobachtet , und hieraus ergibt sich m^^r f j^ ^ ; 

m^ = rl/ l^^ ] mg = rl/ L. ^ . Werden die Kräfte K im 

absoluten mechanischen Maß als Dynen bestimmt und r in 
Centimetem, so erhalten wir die Größen m im absoluten 
magnetischen Maß. 

Mit demselben, mit dem einen Ende im Drehpunkt 
einer Wage befestigten Magnetstab kann auch ohne weiteres 
die Stärke der magnetischen Kraft, also die Intensität 
eines magnetischen Feldes an der Stelle, wo der frei 
bewegliche Magnetpol sich befindet, bestimmt werden, 
und wir werden diejenige Feldstärke gleich Eins zu setzen 
haben, welche auf die magnetische Menge Eins die Kraft 
Eins bzw. //I ausübt. 



§ 22. Einheit des magnetischen Momentes. 

Die Ableitungen des vorigen Paragraphen galten nur 
für lange, dünne Magnetstäbe, bei denen man die Pole 
gewissermaßen isolieren konnte. Im allgemeinen hat man 
es nicht mit derartigen Magneten zu tun, aber auch für 
beliebig gestaltete Magnete lassen sich Grundlagen für 
absolute Maßeinheiten gewinnen. Wie bereits in § 3 
auseinandergesetzt, ruft ein homogenes Magnetfeld, wie 
das Feld des Erdmagnetismus, niemals auf einen irgend- 
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wie gestalteten Magneten einen andern Bewegungsantrieb 
als ein reines Drehmoment aus. Daraus folgerten wir 
bereits^ daß in jedem Magneten stets gleiche Mengen 
beider Magnetismen vorhanden sein müssen. Bestimmen 
wir nun den Schwerpunkt für alle Mengen von Nord- 
magnetismus und ebenso für die Südmagnetismen ^ so er- 
halten wir für jeden Magneten stets zwei Punkte^ in 
denen wir die beiden Magnetismen für die Einwirkung 
eines homogenen Feldes konzentriert denken können. Diese 
Punkte können wir die Pole des Magneten nennen^ ihren 
Abstand seine Lange und die Richtung dieses Abstandes 
seine Achse. Ist dann die Gesamtmenge an Nordmagnetis- 
mus mit m bezeichnet und die Länge mit ly so nennt man 



A 
l 



i-m -m 



m 



B 



Fig. 4. 

ml = M das magnetische Moment des Magneten, in dem- 
selben Sinne, wie wir diesen Ausdruck bereits für ein Volum- 
element eines Magneten im § 9 gebraucht haben. OflTenbar 
hängt die Wirkung des homogenen Feldes auf den Magneten 
nur von diesem Moment und nicht von den Größen m und l 
im einzelnen ab, und ebenso auch die Wirkung des Magneten 
in größere Entfernungen. Betrachten wir jetzt zwei Magnete 
A und B (Fig. 4) in derartiger Lage gegeneinander, daß die 
Achse von A senkrecht zur Achse von B steht und durch 
ihre Mitte geht, so erhält B durch A ein Drehmoment, das 
sich folgendermaßen berechnet. Auf jeden Pol von B wird 
von jedem Pol von A eine Kraft ausgeübt von der Größe 

/r I 1 7\« I 1 v^ y wenn L der Abstand zwischen den Mitten 

der Magnete ist. Nehmen wir die Länge V als so klein 
an, daß sie vernachlässigt werden kann, so wirken dann 
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beide Pole von Ä zusammen auf jeden Pol von B mit 
der Kraft 

rr // 1 1 \ , 2LI 

oder, wenn die vierten Potenzen der l vernachlässigt werden, 
und ml = M gesetzt wird: 

P 
Ist dann L so groß gegenüber Z, daß ^-^y gegenüber 1 

Mm' 
vernachlässigt werden kann, so ist H= 2 . Die so auf 

jeden Pol von B wirkenden Kräfte stehen senkrecht zur Achse 

von By also ist ihr Drehmoment D=2 — ,r^ P= 2 — ^r-— . Man 

nennt nach Gauß die Lage des Magneten Aj der das Dreh- 
moment hervorruft, gegenüber jB, dem ge<tehten Magnet, 
die erste Hauptlage. 

Umgekehrt wirkt auch B auf A, und man nennt seine 
Lage gegenüber A die zweite Hauptlage. Die auf jeden 
Pol von A von B aus ausgeübten Kräfte wirken in diesem 
Falle so, daß sie nicht eine Eesultierende in der Richtung 
von L, sondern senkrecht dazu ergeben. Daher wird jetzt, 
wenn l als verschwindend klein vorausgesetzt wird: 

^,_ mm' V _M'm 

p 

Unter Vernachlässigung von f-^^ erhalten wir jetzt als 

3f'm 
Wirkung aus der zweiten Hauptlage H'= j^ und das 

MM' 
ganze auf A ausgeübte Drehmoment wird 2^= j^ , 

Wir können jetzt diese Beziehungen benutzen, um die 
Einheit des magnetischen Momentes folgendermaßen zu defi- 



(^«a" 
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nieren: Die Einheit des magnetisclien Momentes be- 
sitzt derjenige Magnet^ welcher auf einen gleichen 
Stab in der großen Entfernung L aus der ersten 

Hauptlage das Drehmoment -y- (aus der zweiten 

1 \ -^8 ^ 

Hauptlage y^ I ausübt. 

Hat man drei beliebige Magnete imd bestimmt die Dreh- 
momente, die sie paarweise in einer Hauptlage aufeinander 
ausüben, so kann man ebenso^ wie im vorigen Paragraphen 
für die Magnetismusmengen gezeigt wurde, die magnetischen 
Momente der Magnete einzeln bestimmen. 

Ein homogenes magnetisches Feld hat dann 
die Stärke Eins, wenn es auf einen Magneten von 
dem Moment Eins das Drehmoment Eins ausübt. 
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Wenn wir auch bereits in der magnetischen Kraft das 
eigentliche Maß für die Stärke eines magnetischen Feldes 
kennen gelernt und gesehen haben, wie dieselbe in absolutem 
Maß festgesetzt werden kann, so hat doch noch eine andere 
Ausmessung eines magnetischen Feldes für die Praxis wegen 
ihrer Anschaulichkeit eine besondere Bedeutung gewonnen; 
es ist das die Charakterisierung des Feldes durch die Zahl 
der dasselbe durchziehenden Kraftlinien. Da wir festgesetzt 
haben, daß von der magnetischen Menge Eins An Kraftlinien 
ausgehen sollen, und diese Menge in der Entfernung von 1 cm 
die magnetische Kraft Eins hervorruft, so folgt, daß durch 
ein Flachenstück von 1 qcm gerade eine Kraftiinie hindurch- 
geht, wenn die Feldstärke in demselben der Einheit gleich 
ist. Besitzt also ein homogenes Feld an allen Stellen 
die magnetische Kraft Hj so kann man das auch aus- 
drücken durch den Satz: es gehen durch jedes Qua- 
dratcentimeter einer Fläche, die senkrecht zu den 
Kraftlinien liegt, ^Kraftlinien. Entsprechend geht 
in einem inhomogenen Felde durch ein Flächen- 
element senkrecht zur Kraftrichtung eine Kraft- 
linienzahl, die gleich ist dem Produkt aus der 
Kraft H und dem Flächenelement. Es zeigt sich also, 
daß der Begriff der £[raftlinienzahl gleich der früher mit 
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dem Worte „Fluß des Vektors der Kraft durch eine Fläche^^ 
bezeichneten Größe ist. Die Einführung dieser Kraftlinien- 
zahl hat namentlich in den technischen Anwendungen große 
Bedeutung gewonnen. 

§ 24. Magnetische Energie. 

Für die Feststellung der Größe der Energie, die durch 
das System der Kräfte eines magnetischen Feldes darge- 
stellt wird, lassen sich genau die gleichen Entwicklungen 
wiederholen, wie sie für die Ableitung der elektrostatischen 
Energie im § 27 und 28 des ersten Bandes ausgeführt wurden. 
Betrachten wir das durch die freien Magnetismen hervor- 
gerufene Feld, so ist daher die Energie desselben gleich 

T=^ fVmdVy wo m die einzelnen Mengen Magnetismus 

sind, und V das durch dieselbe hervorgerufene Potential. 
Offenbar tragen zu diesem Potential nur diejenigen Volum- 
elemente bei, in welchen m nicht Null ist und die Größe /i 
konnte hier ohne weiteres vor das Integralzeichen gesetzt, 
im allgemeinen auch gleich Eins gesetzt werden, da wir es 
eben in dieser Formel nur mit freien Magnetismen als Aus- 
gangspunkten von Femkräften zu tun haben. 

Genau wie in der Elektrostatik leiten sich dann auch 
hier die andern Formen für die Energie ab, die der Vor- 
stellung sich anpassen, daß die Energie in Wahrheit ihren 
Sitz in allen Volumelementen des Feldes hat. Es ist 
hierbei nur zu beachten, daß wir bei der Elektrostatik 

Je 
D=-7 — -F gesetzt haben^ dagegen beim Magnetismus B=/jlH. 

Die verschiedenen Ausdrücke für die Energie werden daher: 

Es ist richtiger, in den drei letzten Formen die Größe yte 
(und ebenso k) unter das Integralzeichen zu nehmen, da diese 
Formeln ja gerade auch Anwendung finden sollen, wenn 
wir über verschiedene Medien mit ungleichem jül bzw. Je zu 
integrieren haben. Ein dem Ausdruck T=^\ jVedv ent- 
sprechender existiert natürlich beim Magnetismus nicht, da 
es ja keinen wahren Magnetismus gibt 
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§ 25. Dimensionen der magnetischen Einheiten. 

Die Dimensionen für die magnetischen Maßgrößen er- 
geben sich gleichfalls in analoger Weise wie in der Elektro- 
statik. Wir hatten auch schon in § 21 gesehen, daß die 

JTT- TT 

magnetische Masse m = ry L. ^ ist, wo r eine Länge und 

K die mechanischen Kräfte smd. Daraus folgen für die 
Dimensionen: 

freier Magnetismus [jlf^L^ T-'^jL^^, 

magnetische Kraft, Feldstarke [m^L"^ T-^ Jl^^y 
magnetische Induktion [M^ L'~i T-"^ jbij\. 



Classen, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. TU 



Fünftes KapiteL 

Bestätigung der Theorie durch die Er- 
fahrung. 

§ 26. Conlombs Gesetz. 

Da die Theorie des Magnetismus in dieser Darstellung 
genau der Theorie der Elektrostatik nachgebildet ist, so 
ruht sie auf denselben drei Grundannahmen^ wie jene, und 
muß für alle drei in der Erfahrung geprüft werden. Diese 
Annahmen waren (vgl. § 32, Band I): 

1. Die Annahme, durch welche wir berechtigt waren, 
das Bild der Flüssigkeitsströme auf die Verteüung der 
Kräfte anzuwenden, und welche auf die Gültigkeit des 
Coulomb sehen Gesetzes hinausläuft. 

2. Die Annahme, daß die Induktion den eigentlichen 
physikalischen Zustand darstellt, der der magnetischen Kraft 
im allgemeinen proportional gesetzt ist. 

3. Die Annahme, daß zur Gesamtenergie jedes Volum- 
element einen dem Produkt aus Kraft und Induktion pro- 
portionalen Anteil liefert 

Die Prüfung der ersten Annahme ist beim Magnetismus 
weit weniger genau auszuführen, wie in der Elektrostatik, 
denn gerade die entscheidenden Versuche von Faraday und 
Cavendish sind beim Magnetismus unmöglich, da es keinen 
wahren Magnetismus gibt. Wir sind hier beschränkt auf 
die einfachen Versuche mit der Drehwage und ähnliche An- 
ordnungen, bei denen nur die Wirkungen der einzelnen 
Pole aufeinander beobachtet werden. Diese Versuche wurden 
zuerst von Coulomb ausgeführt und aus ihnen das Gesetz 
abgeleitet; seitdem sind sie in mannigfacher Weise wieder- 
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holt worden. Ebenso gehören hierher alle Ablenkungs- 
versuohe aus der im § 22 besprochenen ersten und zweiten 
Gaußschen Haaptlage und ahnliche Anordnungen, aber alle 
diese Versuche erreichen niemals die Genauigkeit des CaveU' 
dish-Versuches, da bei ihnen stets noch Korrektionsglieder 
wegen der besonderen Verteilung des Magnetismus auf- 
treten, und diese niemals ganz genau bekannt ist. Soweit 
jedoch die Genauigkeit dieser Versuche reicht, enthalten sie 
eine Bestätigung des Coulomb sehen Gesetzes und damit der 
ersten Annahme. 

§ 27. Magnetische Hysteresis. Eoerzitiykraft. 

Wesentlich anders steht es mit der zweiten Annahme, 
daß Induktion und Kraft proportional sein sollen. Solange 
man es nur mit schwach magnetischen und diamagne- 
tischen Körpern zu tun hat, scheint allerdings diese An- 
nahme in ähnlichem Grade berechtigt zu sein, wie in der 
Elektrostatik; wenigstens sprechen die in diesem Gebiete 
ausgeführten Versuche dafür, diese Annahme als eine erste 
Annäherung an die genauen Verhältnisse gelten zu lassen. 
Granz anders liegeü die Verhältnisse bei den stark mag- 
netischen Körpern, so daß gerade die Abweichungen von 
dieser Grundannahme beim Magnetismus ein ganz neues 
ErscheinuDgsgebiet eröffnen, das in allen praktischen An- 
wendungen eine sehr bedeutende Rolle spielt 

Die Frage liegt hier offenbar so: ist die Permeabilität fi 
bei den stark magnetischen Körpern eine die Substanz des 
Körpers charakterisierend^ Konstante, oder hängt ihr Wert 
von einer Reihe besonderer Umstände ab? Um dieses in 
der Erfahrung zu prüfen, müssen wir zunächst übersehen, 
wie es möglich ist, über den Wert der Größe fx Beobach- 
tungen anzustellen. Der Weg hierzu wurde bereits in § 16 
angedeutet; dort sahen wir, daß, wenn es Körper gibt, für 
welche der Gestaltsfaktor e in ihrer ganzen Ausdehnung 
konstant ist, diese Körper zu Beobachtungen über die Ab- 
hängigkeit zwischen x und I, mithin auch zwischen jx imd H 
verwendet werden können. Ein solcher Körper ist das 
homogene Ellipsoid, insbesondere auch das Rotations- 
ellipsoid. Nun sahen wir in § 16, daß die Intensität der 

Magnetisierung in einem Eisenkörper gleich 1=-7-y — ^ 

4* 
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ist^ wenn H die Intensität eines homogenen Magnetfeldes 
ist. Nun ist für ein Rotationsellipsoid die Größe 6 = JR 
aus der im § 18 gegebenen Formel zu berechnen oder der 
dort mitgeteilten Tabelle zu entnehmen. Femer ist das 
magnetische Moment des magnetisierten Ellipsoids nach § 17 
gleich D = ^7tabcl. Da wir aber nach § 22 das Moment 
eines Magneten durch die Ablenkungsmethoden nach Gauß be- 

stimmen können, so ist in der Gleichimg D^^^^^Jtabc:—- — H 

für jedes gegebene H alles bekannt außer x, mithin ist es 
hierdurch ermöglicht, experimentell den Wert von x zu er- 
mitteln. Dadurch erhalten wir dann auch fjir=l-{-4:7i9c mid 
ebenso B = fiH und können nun die wahre Abhängigkeit 
zwischen B und H feststellen. Da über die vollständige 
Ausfuhrung solcher Messungen im nächsten Kapitel berichtet 
werden soU, kann vorläufig darauf verwiesen werden und 
hier nur das wesentlichste Ergebnis mitgeteilt werden. 

Da es uns zunächst nur auf den Charakter der Ab- 
hängigkeit zwischen B und H ankommt^ so wenden wir am 
besten eine graphische Darstellung an. Wir nehmen als 
Abszissen die Werte von H und als Ordinaten die ent- 
sprechenden durch den Versuch gefundenen Werte von JB. 
Da sich jedoch ergeben hat, daß für die gebräuchlichen 
Eisen- und Stahlsorten B seinem absoluten Werte nach zwei- 
bis dreitausendmal größer als H sein kann, so wählen wir 
zweckmäßig für die Ordinaten einen kleineren Maßstab. In der 
Figur 5 ist, einem in der Praxis vielfach eingeführtem Verfahren 
entsprechend, der Maßstab von B n^ desjenigen von H, 

Wir unterwerfen jetzt etwa ein Stück Stahl, das zu- 
nächst noch in einem ganz unmagnetischen Zustand sich 
befindet, einer Reihe von Versuchen, indem wir es der 
Reihe nach immer größeren magnetisierenden Kräften H 
aussetzen, bestimmen jedesmal B und tragen dieses als ent- 
sprechende Ordinate in die Figur ein. Die Verbindungslinie der 
Endpunkte dieser Ordinaten bildet dann jedenfalls eine Kurve, 
die vom Koordinatenanfang ausgeht. Die Gestalt dieser Kurve 
ist in der Figur durch die Linie OABM dargestellt; man 
nennt sie auch die ^jungfräuliche" Kurve für das betreffende 
Eisen. Die Kurve steigt anfangs an, indem sie ihre kon- 
vexe Seite der Abszissenachse zuwendet, bis A\ dann geht 
sie eine Zeitlang nahezu als gerade Linie fort und wendet 
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sich schließlich vom Punkte B an mit der konkaven Seite der 
Abszissenachse zu. Wäre fi wirklich eine konstante Größe, 
also B und H einander proportional^ so müßte die ganze 
Linie eine Gerade sein; wir sahen bereits, daß das nicht 
der Fall ist Setzen wir die Versuche jetzt weiter fort, 
aber lassen die H wieder abnehmen, so wird jetzt B stets 
größer gefunden werden, als vorher bei den Beobachtun^n 
mit wachsendem H. Der Endpunkt der JS- Ordinate kärt 
nicht auf derselben Kurve wieder zurück, sondern auf einer 
Kurve MB, die stets höher liegt als die jungfräuliche 
Kurve, und wenn H wieder gleich Null ist, so wird noch 
eine Liduktion B beobachtet, von der Größe OR. Erst, 
wenn wir jetzt H negative Werte annehmen lassen, nehmen 
die £-Werte rasch ab, und die Kurve erreicht auf dem 
Wege ÜZ' die Abszissenachse. Setzen wir dann die Ver- 
suche mit negativem H fort, so erhalten wir einen sym- 
metrisch liegenden Ast KMy^j und wenn schließlich die H 
numerisch wieder kleiner werden, durch Null gehen und 
dann wieder bis zum positiven Maximalwert wachsen, so 
erhalten wir die in der Figur nicht mitgezeichnete Kurve 
Ml Ri K^ W. Es wird jetzt der Punkt M nicht vollständig 
wieder erreicht, sondern infolge der vorangehenden entgegen- 
gesetzten Magnetisierung liegt M etwas niedriger als M, Läßt 
man jetzt die magnetische Kraft H beliebig oft den gleichen 
Zyklus von Werten durchlaufen, so durchlaufen die Endpunkte 
der JS-Ordinaten stets wieder die Kurve MBKM^Ky^M, wo- 
bei allerdings anfangs M' noch ein klein wenig weiter herunter 
und M^ hinaufrücken wird, bis der völlig stationäre Zu- 
stand erreicht ist. In der gleichen Figur sind entsprechende 
Schleifenkurven zwischen den Punkten NK'Ki und PK"Ki' 
eingezeichnet, die erhalten wurden, indem H zwischen kleine- 
ren Grenzwerten variierte. Femer ist an der ersten Schleifen- 
kurve die Veränderung eingetragen, die B durchmacht, wenn 
man an einer Stelle Q des Astes K^M' die magnetische 
Kraft zwischendurch ganz verschwinden läßt und dann 
wieder auf den vorherigen Wert ansteigen, und ebenso, wenn 
man bei R die Kraft noch einmal wieder bis zu einer ge- 
wissen Höhe wachsen und dann erst wieder abnehmen läßt. 
Aus beiden kleinen Schleifen sieht man, wie jede den regel- 
mäßigen Zyklus unterbrechende Magnetisierung eine gewisse 
Zeit nachwirkt, so daß erst allmählich und asymptotisch die 
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nonnale Magnetisierungßkurve erreicht wird. Für alle der- 
artigen Kurven wird stets geftmden, daß der Zweig für ab- 
Behmende H höher liegt als derjenige für steigende H. Aus 
allen diesen Kurven ersehen wir, daß eine bestimmte 
mathematische Beziehung zwischen den Werten von B und 
H gar nicht bestehen kann^ es kann vielmehr für jedes be- 
liebige H^ das zwischen den äußersten in der Figur benutzten 
Werten liegt, jeder beliebige Wert von 5, der nur innerhalb 
der großen Schleife liegt, erhalten werden, sobald man nur H 
den geeigneten Zyklus von Werten durchlaufen läßt. D er Wert 
von B ist also stets ganz wesentlich bedingt durch 
die Gesamtheit der vorangegangenen Werte. 

Hiemach läßt sich also ein bestimmter Eisen- oder 
Stahlkorper gar nicht durch einen bestimmten Wert oder 
eine Wertreihe von fi charakterisieren, sondern nur für 
ein bestimmtes Wertepaar von H durch die ganze von 
der zwischen den Grenzwerten von H liegenden Schleife 
umgrenzte Fläche. Dementsprechend ist auch in der 
Praxis die Angabe dieser Schleifenform das Mittel, um 
die Eisen- und Stahlsorten gegeneinander magnetisch zu 
unterscheiden. In der Figur 6 sind vier verschiedene der- 
artige Schleifen eingetragen; die Kurve I wurde gewonnen 
am weichen schwedischen Eisen, II an dem gleichen Eisen 
in hart gezogenem Zustand, III am weichen Stahl, IV an 
dem gleichen, aber glashart gemachten Stahl. Die Kurven 
der vorigen Figur sind an dem gleichen Stahl gewonnen, 
nachdem er blau angelassen war. 

Aus den Kurven der Figur 6 können wir jetzt sofort 
folgendes Weitere entnehmen. Setzen wir die vier ver- 
schiedenen Materialien der gleichen Kraft H= 105 aus und 
lassen H wieder verschwinden, so bleibt, falls die Körper 
die Form geschlossener Ringe haben, oder so langer Drähte, 
daß der Entmagnetisierungsfaktor e ganz vernachlässigt 
werden kann, die Induktion 



B 



m weichen Eisen 8000 

„ weichen Stahl 9300 

„ harten Eisen 7000 

„ glasharten Stahl 4000 






637 
740 
557 
318 



56 Fünftes EapiteL Bestätigung der Theorie durch die Erfahrung* 

Da nun in diesem Falle B = 47il ist, so haben wir 
das aafEallende Ergebnis^ daß die ^^remanente^' Magne- 
tisierung im weichen Eisen in diesem Falle mehr als 
das Doppelte derjenigen im harten Stahl ist. Dies 
Verhältnis wird jedoch sofort ein völlig anderes, sobald die 
Form der Körper etwa die eines langen Cylinders oder 
Ellipsoides ist. Aus der Tabelle in § 18 sehen wir^ daß bei 
einem Ellipsoid die Lange fast das 50 fache der Dicke sein 
muß, wenn der Entmagnetisierungsfaktor € = 0,02 ist. In 
diesem Falle wirkt nach Verschwinden der ursprünglichen 
Kraft H noch die entmagnetisierende Kraft, und diese wird 
den remanenten Magnetismus so weit herabdriicken, bis die 
übrig bleibende entmagnetisierende Kraft y^-j- der dann re- 
sultierenden Intensität der Magnetisierung, oder ir=y|^7 

= -^ — {B — H) '^ ^^(B — H) ist Indem wir also in der 

Figur eine Gerade durch so ziehen, daß auf ihr stets 
H=^^B ist (da wir das H in (B—H) vernachlässigen 
können), finden wir die Werte der in diesem Falle übrig 
bleibenden Magnetisierungen als Schnittpunkte dieser Ge- 
raden mit den entsprechenden Kurven 



B 



also für weiches Eisen 1000 
weichen Stahl 4700 
hartes Eisen 2700 
glasharten Stahl 3600 



An 



80 
374 
215 
286 



Jetzt hat also weicher Stahl den größten re- 
manenten Magnetismus und weiches Eisen bei 
weitem den geringsten Magnetismus. Ist die Länge 
des Ellipsoides nur das Zehnfache der Dicke, so wird e = 0,25, 
und aus der entsprechenden Geraden lesen vdr ab, daß 
dann der glasharte Stahl den größten Magnetismus 
behält, während im weichen Eisen fast gar keiner mehr 
erhalten bleibt. Will man möglichst kräftige permanente 
Magnete haben, so gibt man ihnen zweckmäßig eine Form 
mit geringem Entmagnetisierungsfaktor, also etwa die Huf- 
eisenform, und dann braucht der Stahl nicht glashart zu 
sein, sondern wird besser etwas angelassen. Muß die Form 
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ein kurzer Cyliuder sein^ so gibt glasharter Stahl die stärkere 
permanente Magnetisierung. 

Sind femer mit K die Schnittpunkte der absteigenden 
Äste der Schleifen mit der Abszissenachse bezeichnet^ so 
stellen die Strecken OK diejenigen magnetischen Kräfte dar, 
die nötig sind, um den einmal induzierten Magnetismus 
wieder auf Null zu bringen. Diese Kräfte heißen die „Ko- 
erzitivkräfte" und betragen in dem gezeichneten Beispiel 
für weiches Eisen 2 

weichen Stahl 10,5 

hartes Eisen 6 

glasharten Stahl 49 
Die Koerzitivkraft ist also für weiches Eisen 
sehr klein und den härtesten Stahl bei weitem am 
größten. Während aber der in jedem Falle übrig bleibende, 
remanente Magnetismus in hohem Grade von der Gestalt 
des Körpers abhängt, ist die Koerzitivkraft, wie leicht zu 
übersehen, von der Gestalt gänzlich unabhängig und allein 
bedingt durch die Höhe der voraufgegangenen Magnetisierung. 
Die ganze Erscheinung, die durch diese Kurven dar- 
gestellt wird, und die man dadurch in Worte fassen kann, 
daß man sagt: die wirkliche Magnetisierung bleibt 
beim Andern der magnetischen Kraft stets hinter 
dem Werte der letzteren zurück, da sie durch die 
vorangehende Magnetisierung mitbedingt ist, be- 
zeichnet man mit dem Namen „magnetische Hysteresis'^ 

§ 28. Magnetisierangsarbeit. 

Die ganzen Erscheinungen der magnetischen Hysteresis 
haben zur unmittelbaren Folge, daß für das Innere der 
ferromagnetischen Körper die im § 24 abgeleiteten Formeln 
für die magnetische Energie 

nicht mehr anwendbar sind; denn es kann bei diesen Körpern 
-ff verschwinden, ohne daß auch JS= ist> und umgekehrt, also 
können die drei genannten Ausdrücke gar nicht mehr gleich- 
wertig sein. Damit ergibt sich, daß für diese Gruppe von Kör- 
pern auch unsere dritte Grundannahme überhaupt nicht mehr 
zutrifft. Beachten wir jedoch, daß das Wesentliche der Hyste- 
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resis darin besteht, daß beim Nachlassen der Kraft H eine 
stärkere Magnetisierung zurückbleibt, als der Elraft selbst ent- 
spricht, und daß dadurch die augenblickh'che Magnetisierung 
stets von den vorausgegangenen Zuständen beeinflußt erscheint, 
so werden wir doch noch in dem Yorstellungskreise unserer drei 
Grundannahmen bleiben können, wenn wir nicht die ganze 
Eneigie in einem Volumelement berechnen, sondern nur 
die Änderung, die diese erfährt, wenn H sich ändert. Bei 
nicht mit Hysteresis behafteten Körpern ist der Energie- 
inhalt in der Volumeinheit bei einem homogenen Felde pro- 
portional dem Produkt aus H und der Induktion B, Be- 
sitzt der Körper Hysteresis, so ist sein Zustand für ein 
gegebenes H noch keineswegs ein bestimmter, .aber wir 
werden vielleicht erwarten dürfen, daß die Energieänderung, 
die die Volumeinheit erfährt, bei einem bestimmten H pro- 
portional diesem H und der Änderung der Induktion JB, 
also proportional HdB ist; dies würde wenigstens der Vor- 
stellung, daß B der physikalische Zustand (Verschiebung 
oder Polarisation) ist, der durch H hervorgerufen ist, am 
nächsten kommen und der Arbeitsleistung bei Änderung 
dieses Zustandes entsprechen. Welcher Proportionalitäts- 
faktor zu HdB hinzuzufügen ist, um den absoluten Wert 
der EnergieänderuDg für die Volumeinheit zu erhalten, er- 
fahren wir durch folgende Überlegung, unsere Formel 
kann nur dann richtig sein, wenn sie, auch auf hysteresis- 
freie Körper angewandt, zu dem bereits bekannten Wert 

fuhrt Für diese kann aber stets H^ — gesetzt werden, 

und wir können dann den vorhandenen Energieinhalt eines 
Volumelementes entstanden denken, indem wir vom Nullwert 
ausgehen und alle einzelnen Energiezuwachse addieren, also 

das Integral bilden al HdB = al—dBy wo a den zu be- 
stimmenden Faktor bezeichnet Dieser Ausdruck muß aber 

B^ 1 

gleich g — sein, also ist «==——, und es ist die Eiiergie- 

änderung der Volumeinheit eines homogen magnetisierten, 
ferromagnetischen Körpers gleich 

An 




Fig. 7. 
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Ob dieser Ausdruck den richtigen Wert gibt, kann 
jetzt natürlich nur die Erfahrung lehren, da er nur ab- 
geleitet wurde aus dem Bestreben, die bisher als zulassig 

befundenen Vorstellungen 
auch auf diesen Fall aus- 
zudehnen. Eine solche Ver- 
gleichung wird aber mög- 
lich, wenn man beachtet^ 
daß in der Figur 7, in 
welcher eiü Abschnitt einer 
Magnetisierungskurve ge- 
zeichnet ist^ das schraffierte 
Flächenstück ABGE die 
Größe IfdJB darstellt; füh- 
ren wir also eine Änderung 
der Magnetisierung eines 
Eisenstückes zwischen zwei 
Werten H^ und E^ aus, so 
wird die dazu erforderliche 
Arbeit stets dargestellt durch das Flachenstück zwischen 
dem entsprechenden Abschnitt unserer Hysteresiskurve und 
der Ordinateuachse. Dies Flächenstück ist positiv, es wird 
Energie verbraucht, wenn B zunimmt, dagegen negativ, 
wenn B abnimmt. Durchläuft nun die Magnetisierung 
einen vollständigen Zyklus, so daß sie bei dem Ausgangs- 
werte von H wieder anlangt, so erhalten wir, wie wir im 
vorigen Paragraphen sahen, eine geschlossene Schleife, und 
es ist der Flächeninhalt dieser Schleife jetzt das 4jrfache 
der Arbeitsleistung, die fiir das Durchlaufen dieses Magneti- 
sierungsprozesses erforderUch war. Diese Arbeiteleistung ist 
stets positiv, da, wie wir sahen, der riickkehrende Ast der 
Kurve bei abnehmendem H stets höher liegt als der an- 
steigende. Zum Durchlaufen eines solchen Zyklus wird also 
stete Arbeit verbraucht, und da der magnetische Zustand 
des Eisens am Schlüsse desselben genau der gleiche ist wie 
zu Beginn, so kann diese Arbeiteleistung ihr Äquivalent 
nur in einer Erwärmung des Eisens finden. Diese Er- 
wärmung ist die in der Technik bekannte Erscheinung des 
Energieverlustes durch Hysteresis, mit der bei allen Wechsel- 
strommaschinen zu rechnen ist. Da der Flächeninhalt einer 
solchen Hysteresisschleife direkt ausgemessen werden kann. 



§ 29. Bewegungstendenz schwach magnetischer Körper. 61 

so kann durch denselben mit Hilfe von kalorimetrischen 
Messungen eine Prüfung der Theorie vorgenommen werden. 
Derartige Messungen sind wiederholt ausgeführt worden^ zu- 
erst von Warburg, später von Ewing, Hopkinson, Tana- 
kadat^ und anderen, und haben, soweit die Genauigkeit der 
Messungen es zuließ, die Zulässigkeit der Formeln ergeben. 
Die bei diesen Versuchen tatsächlich beobachteten Wärme- 
mengen wurden allerdings stets geringer (bis zu 30%) ge- 
funden, als dem Flächeninhalt der Kurven entsprechen wurde, 
aber der Grund hierfür kann darin gefunden werden, daß 
bei diesen Messungen der ganze Magnetisierungskreislauf 
sehr viele Male in rascher Aufeinanderfolge durchlaufen 
werden muß, damit eine für eine genaue Messung aus- 
reichende Wärmemenge entsteht. Bei dem raschen Wechsel 
der magnetischen Kraft bleibt es dann aber unsicher, welche 
Grenzwerte die Induktion tatsächlich erreicht und die ganze 
Erscheinung der Hysteresis macht es wahrscheinlich, daß bei 
schneller Magnetisierung diese Grenzwerte merklich hinter 
denen zurückbleiben können, welche bei den langsamen 
Messungen zur Kurvenbestimmung auftreten. Die Größen 
der bei einmaligem Durchlaufen der Hysteresiskurve nahe 
bis zur Sättigung auftretenden Wärmemengen betragen nach 
Ewing, bezogen auf ein Kilogramm, 

för weiches Eisen 10 Erg, 

für hartes Eisen bis zu 16 Erg, 
für weichen Stahl 40—60 Erg, 

für härtesten Stahl bis zu 200 Erg. 
Aus den Beobachtungsreihen von Ewing und Hopkin- 
son hat Steinmetz noch die empirische Beziehung abgeleitet, 
daß die auf die Volumeinheit bezogene Leistung in Erg, 
beim Durchlaufen einer Hysteresisschleife zwischen den Grenz- 
werten der Induktion +JB und — JB, T=iyjB^'^ beträgt, wo rj 
«in für das Material charakteristischer Faktor ist, der für 
weiches, ausgeglühtes Eisen gleich 0,002 gesetzt werden kann. 

§ 29. Bewegungstendenz schwach magnetischer Körper. 

Während die Beziehung zwischen Induktion und mag- 
netischer Kraft in den ferromagnetischen Körpern in der 
-einfachen Form unserer Grundannahme nicht mehr Gültig- 
keit hat und daher auch die einfache Formel för die Energie 
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hier nicht mehr Anwendung finden kann^ läßt sich doch 
für alle nicht der Eisengroppe angehörenden, für die para- 
magnetischen und die diamagnetischen, Körper die Berech- 
tignng der Grundannahme aufrecht erhalten. Die Formel 
für die Energie läßt insbesondere die Bewegungstendenz 
dieser schwach ms^etischen Körper in einem magnetischen 
Felde in richtiger Weise vorausberechnen. Wir berechnen 
die Energie eines magnetischen Feldes nach unserer Grund- 
annahme, indem wir für jedes Volumelement das Produkt 

— bilden und diese Produkte für alle Volumelemente 

OTl 

des Feldes addieren. Befindet sich jetzt an einer Stelle des 
Feldes ein schwach magnetischer Körper, paramagnetisch 
oder diamagnetisch, von so geringer Größe, daß das von 
ihm eingenommene Gebiet des Feldes noch als homogen 
gelten kann, so können wir in erster Annäherung annehmen, 
da erfahrungsgemäß für alle diese schwach magnetischen 
Körper fx nur sehr wenig von der Einheit abweicht, daß 
der Verlauf der Induktionslinien durch die Anwesenheit des 
Körpers nicht geändert wird; wir vernachlässigen also die 
Verzerrung der Induktionslinien. Berechnen wir jetzt die 
Gesamtenergie des Feldes, so ist für die Volumelemente des 
kleinen Körpers das B dasselbe, wie wenn der Körper nicht 
da wäre, dagegen ist H geändert, da ein Teil der Kraftlinien 
an den freien Magnetismen an der Oberfläche des Körpers 

endet. Wir tragen dem Eechnung, indem wir H durch — 

ersetzen, also die Gesamtenergie berechnen als Summe aller 

^ — . Der Unterschied in der Energie des Feldes, wenn 

der Körper sich an der betreffenden Stelle des Feldes be- 
findet und wenn er nicht dort ist, beträgt daher: 






Dieser Ausdruck stellt also die potentielle Energie dar, 
die darin besteht, daß der kleine Körper sich in dem ge- 
gebenen magnetischen Felde befindet, d. h. er mißt die Arbeit, 
die geleistet werden muß, um den Körper an diese Stelle 
des Feldes zu bringen. Für eine andere Stelle, wo die 
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Induktion B' ist, erhalten wir hierfür den Wert - — (1 — /i), 

und daher ist die Arbeit, die erforderlich ist, um den Körper 
von der ersten zu der zweiten Stelle zu bringen, gleich 

-^ — —{Jff^ — B^). Ist der Wert dieses Ausdruckes positiv, 

OJlfJi 

so heißt das, es muß gegen die Kräfle des Feldes Arbeit 
geleistet werden, damit die Bewegung zustande kommt; ist 
der Ausdruck negativ, so erfolgt die Bewegung von B 
nach B^ im Sinne der bewegenden Kräfte des Feldes. Wir 
können daher aus dem Vorzeichen dieses Ausdruckes ent- 
nehmen, in welcher Richtung der Körper sich im Magnet- 
felde bewegen wird, wenn er den dort herrschenden Kräften 
frei folgen kann. Das Ergebnis ist: Paramagnetische 
Körper (/i>l) bewegen sich in der Richtung, in 
welcher die Dichtigkeit der Induktionslinien des 
Feldes am schnellsten zunimmt; diamagnetische 
Körper (//<1) bewegen sich in der Richtung, in 
welcher die Dichtigkeit der Induktionslinien am 
schnellsten abnimmt. In einem vollkommen homogenen 
Felde tritt also gar keine Bewegung des kleinen Körpers 
ein, im inhomogenen Felde sucht der paramagnetische Körper 
die Stelle größter Dichtigkeit, das sind die Magnetpole, zu 
erreichen, der diamagnetische sucht das Feld ganz zu ver- 
lassen. Dieses Ergebnis stimmt nun vollkommen mit den Be- 
obachtungen Faradays überein, insbesondere auch mit der 
Tatsache, daß in dem niemals ganz homogenen Felde 
zwischen den Polen eines starken Elektromagneten 
nadeiförmige, um ihren Schwerpunkt drehbare kleine 
Körper sich in die Richtung der Kraftlinien ein- 
stellen, wenn sie paramagnetisch sind, senkrecht 
dazu, wenn sie diamagnetisch sind. 

§ 30. Deformationen durch Magnetisierung. 

Eine weitere Reihe von Versuchen, um die Berech- 
tigung der eingeführten Grundannahmen in der Erfahrung 
zu prüfen, erstreckt sich genau wie bei der Elektrostatik auf 
die im magnetischen Felde auftretenden elastischen Zwangs- 
zustande. Es liegen in dieser Richtung hauptsächlich zwei 
Gruppen von Beobachtungen vor, einmal die Beobachtungen 
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der Längenänderungen von Drähten bei der Magnetisierung, 
die hauptsächlich von Bidwell herrühren, und dann die Be- 
obachtungen über den infolge ebes magnetischen Feldes an 
der Oberfläche einer Flüssigkeit senkrecht zu den Kraftlinien 
aufitretenden Druck, die besonders von Quincke gemacht 
wurden. Die genaue Theorie dieser Erscheinungen erfordert 
eingehendere mathematische Entwickelungen, deren Ableitung 
über den Sahmen dieses Buches hinausgehen würde; daher 
muß in bezug auf dieselben auf die entsprechenden Spezial- 
arbeiten, insbesondere auf die Darstellung von Kirchhoff 
(Wied. Ann, 24. 1885) verwiesen werden. Für hier muß 
es genügen, darauf hinzuweisen, daß, soweit die Beobach- 
tungen überhaupt zu einem einwandfreien Ergebnis geführt 
haben, in denselben ein Widerspruch gegen die Theorie 
nicht gefunden werden konnte, insbesondere ergaben die 
Beobachtungen Quinckes über den an Flüssigkeiten auf- 
tretenden hydrostatischen Druck im magnetischen Felde 
eine solche Regelmäßigkeit, daß darauf eine Methode zur 
Bestimmung der Intensität des magnetischen Feldes, oder 
auch zur Bestimmung der magnetischen Permeabilität der 
Flüssigkeiten gegründet werden konnte. 



Sechstes Kapitel. 
Magnetische Messungen. 

§31. Bestlmmmig des Momentes. Methode TonToep 1er. 

Die wesentlichsten Grofien, die durch absolute Messungen 
zu bestimmen smd^ sind das magnetische Moment, die Feld- 
stärke und die Induktion^ bzw. die Permeabilität. Die 
Grundlage für die Messung des magnetischen Momentes ist 
bereits in den Formeln des § 22 gegeben; aus diesen folgte 
daß, wenn wir das mechanische Drehmoment, das zwei Mag- 
netstäbe in einer der beiden Gaußschen Hauptlagen aufein- 
ander ausüben, auf irgend eine Weise messen, daiß wir dann 
auch das magnetische Moment berechnen können. Das ein- 
fachste Instrument zur Bestimmung eines Drehmomentes ist 
die WagC; und eine Methode zur Benutzung derselben für 
diesen Zweck hat Heimholte angegeben, indem er beide 
Magnete in der Stellung der HaupÜagen zueinander an den 
Enden der Wagebalken aufhing. Einfach und genauer ist die 
Vereinfachung von Toepler. Er bringt einen Magneten senk- 
recht zum Balken an, so daß seine Mitte in der Drehachse liegt 
(Fig. 8). Die Wage wird so abgeglichen, daß sie einspielt. 
Bringt man jetzt in die Verlängerung des Balkens den andern 
Magneten in passendem Abstand, so übt er aus der ersten 
Hauptlage ein Drehmoment aus, und dies kann durch Auf- 
legen von Gewichten, p, bis zum Einspielen der Wage be- 
stimmt werden. Dreht man den AbleiiJcungsstab um 180^, 
so wirkt das Drehmoment im entgegengesetzten Sinne, und 
die Gewichte, die jetzt aufzulegen sind, um abermals Ein- 
spielen zu bewirken, messen jetzt für sich das doppelte Dreh- 
moment. Da meist die Verschiebung eines Reitergewichtes 
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genügen wird, um Einspielung zu bewirken, so gestaltet sich 
die Berechnung des Drehmomentes sehr einfach. Ist p die 
Masse des Reiters, g die Schwerkraftkonstante und d die 
nach Umlegung des AblenkuDgsstabes erforderliche Ver- 
schiebung des Reiters, so ist das einfache durch den Mag- 



neten bewirkte Drehmoment gleich 



pgd 



und dieses muß 



jetzt nach der Formel des § 22 gleich sein: 



pgd MM 



-(^+i^)' 



n^ 



JV 




Eine Steigerung der Genauigkeit erhält man, wenn man 
die Messung wiederholt, indem man den Ablenkungsmagneten 
auf der andern Seite der Wage anbringt, und die Größe L 
als den halben Abstand der beiden Lagen des Ablenkungs- 
stabes rechnet. Die im allgemeinen nicht genau bekannten 
Polabstände l und V der beiden Magnete kann man noch 
eliminieren, indem man die Messungen aus einer andern 
Entfernung U wiederholt. Ist in diesem Falle die Reiter- 
verschiebung d' nötig, so ist 

pgd' ^MM'I P + r^ 

Durch Zusammenfassung beider Formeln läßt sich P-\-V^ 
eliminieren und es wird 



MM'= 






§ 31. Bestimmung des Momentes. Methode von Toepler. 67 

Um bei diesen Messungen durch den Einfluß des Erd- 
magnetismus nicht gestört zu werden, stellt man den Wage- 
balken senkrecht zum magnetischen Meridian. Hat man jetzt 
drei ähnliche Magnete mit den Momenten M^yM^yM^j so 
würde man nach dieser Methode die drei Produkte erhalten 

M,M,^P,,; M,M,^P,^; M,M,^P,^. 

Dann ist 



'Psi -^23 



und damit ist die AuJ^be^ das magnetische Moment eines 
Magnetstabes in absolutem Maße zu bestimmen, gelöst. 

Man hätte auch den Magnetstab anstatt vertikal^ hori- 
zontal mit dem Wagebalken verbinden können und den Ab- 
lenkungsstab aus der zweiten Hauptlage wirken lassen^ ebenso 
kann man an Stelle der gewöhnlichen Wage das Drehmoment 
mit einer Torsionswage oder der Bifilarauf hängung bestimmen; 
doch^ da alle diese Variationen keine wesentliche Abweichung 
in der Berechnung bedingen^ so mögen sie hier nur erwähnt 
werden. 

Über die Empfindlichkeit der für diese Versuche er- 
forderlichen Wage geben folgende Zahlenangaben Aufschluß. 
Man kann Stricknadeln von 20 cm Länge und etwa 2 mm 
Dicke, wie aus den Kurven der Fig. 6 berechnet werden 
kann, etwa bis zu einem Moment von 400 Einheiten mag- 
netisieren. Wählt man L = 40 cm und verwendet einen 
Centigrammreiter, so wird eine Eeiterverschiebung von etwa 
einem Centimeter erforderlich. Eine Genauigkeit von 1^/^ 
wird also erreicht, wenn eine Verschiebung dieses Reiters 
um 0,1 mm noch am Zeiger der Wage erkannt werden kann. 
Bei guten Analysenwagen mit optischer Vergrößerung der 
Ausschläge kommt man leicht noch auf das zehnfache dieser 
Empfindlichkeit. Um eine derartige Genauigkeit auszunutzen, 
muß jedoch noch eine Fehlerquelle beachtet werden. Bei 
den Versuchen steht immer einer der beiden Magnete verti- 
kal und ist daher dem Einfluß des Erdmagnetismus ausge- 
setzt, d. h. sein Magnetismus ist geändert. Dieser Fehler 
wird eliminiert, wenn man auch noch den vertikalen Magnet 
umdreht und die Beobachtung wiederholt. Bei Benutzung 
der zweiten Hauptlage imd horizontaler Lagerung des Mag- 

5* 
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neten am Wagebalken eliminiert sich dieser Fehler von selbst^ 
da dann der Vertikalmagnet schon bei den genannten Be- 
obachtungen umgekehrt wird. 

Kennt man das Moment eines Magnetstabes, so kann 
die Toeplersche Wage auch benutzt werden, um die Inten- 
sität eines Magnetfeldes, insbesondere die Horizontal- und 
Yertikalintensität des Erdmagnetismus zu bestimmen. Denn, 
stellt man den Wagebalken in den magnetischen Meridian, 
so übt bei vertikalen Magneten die Horizontalintensitat H^ 
und bei horizontalen Magneten die Vertikalintensitat E^ ein 
Drehmoment aus, das gleich MHu bzw. MH^ ist. Bringen 
wir die Wage zum Einspielen und drehen sie dann um 180^ 
so mißt die dann zum abermaligen Einspielen erforderliche 
Reiterverschiebung das Doppelte dieses Drehmomentes, und 
daraus sind dann in leicht zu übersehender Weise die Größen 
Hh und J3d zu bestimmen. 

§ 32. Bestimmiing der Feldintensität nnd des Momentes. 
Methode von Ganß. 

In etwas einfacherer Weise fuhrt die Methode von Gauß 
unter Benutzung der HorizontaUntensität des Erdmagnetismus 
zur gleichzeitigen Bestimmung dieser Horizontalintensitat und 
des Momentes eines einzelnen Magnetstabes. Hat man eine 
kurze Kompaßnadel oder einen an einem torsionsfreien Faden 
aufgehängten kleinen Magneten und lenkt denselben durch 
den zu bestimmenden Magnetstab aus der Entfernung L in 
der ersten Hauptlage ab, so wird er eine neue Ruhelage 
einnehmen, die um einen Winkel ä von dem Meridian ab- 
weicht. 

In dieser Lage halten sich das durch den Magnetstab 
erteilte Drehmoment und dasjenige, welches der Erdmagne- 
tismus bewirkt, an der Nadel das Gleichgewicht. Es wird 
daher (vgl. Fig. 9) 

^—jß- \^1 + i jjt ) «OS« = SM sm« , 
oder 
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Beobachtet man noch aus einer zweiten Entfernung U 
die Ablenkung oJy so kann man wieder die nicht genau be- 
kannten Gröfien l und V eliminieren und erhält 




-Tf 



Fig. 9. 



Um möglichst genaue Werte für oi und h zu erhalten, 

beobachtet man die verschiedenen Ablenkungen bei Umlegen 

des Magnetstabes und aus östlicher und westlicher Lage; 

M 
zu einer vollständigen Bestimmung von -== hat man daher 

acht Ablenkungen zu beobachten. In ganz analoger Weise 
kann man auch aus der zweiten Hauptlage beobachten, man 
erhält dann genau die gleiche Endformel, nur daß der 
Faktor \ fehlt. 

Um nun die Größen M. und H. getrennt zu erhalten, 
ist noch eine zweite Beobachtung nötig, durch die das 
Produkt MH erhalten wird. Man hängt hierzu den Magnet- 
stab selbst an einem torsionsfreien Faden auf und beobachtet 
seine Schwingungsdauer unter dem Einfluß des Erdmagnetis- 
mus. Die auf ihn wirkende Eichtkraft, wenn er um den 
Winkel x aus dem magnetischen Meridian abgelenkt ist, 
ist offenbar jSTJfsinÄ. Daraus folgt aber, daß die Schwin- 
gungen des Stabes genau den gleichen Gesetzen folgen, 
unter denen ein Pendel unter dem Einfluß der Schwerkraft 
schwingt, und wir brauchen nur in der Formel för die 
SchwiDgungsdauer des physischen Pendels die Gravitations- 
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konstante g durch MR zu ersetzen. Ist r die Schwingungs- 
dauer und K das Trägheitsmoment des schwingenden Systems, 
so ist demnach 



=^^1/5 



oder MH= 



ME t2 ' 

wobei unter Schwingungszeit die Zeit zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Umkehrpunkten verstanden ist, und voraus- 
gesetzt ist, daß der Winkel (x so klein ist, daß sina=»a 
gesetzt werden kann. Die Schwingungsdauer r kann direkt 
beobachtet werden, die Größe K kann aus den Dimensionen 
des Magnetstabes berechnet werden, wenn der Magnet allein 
an einem Faden aufgehängt wurde, ohne ein Tragegestell, und 
seine Gestalt eine mathematische Ausmessung gestattet. Ist 
letzteres nicht der Fall, so fügt man beiderseits in einem 
genau meßbaren Abstände r vor der Drehachse zwei gleiche 
Gewichte m von genau ausmeßbarem Trägheitsmoment K' 
hinzu und bestimmt abermals die Schwingungsdauer /. 
Das gesamte Trägheitsmoment im zweiten Falle ist dann 
K+K^ + 2mr^, und da sich die Trägheitsmomente wie die 
Quadrate der Schwingungsdauer verhalten müssen, so ist: 

K:{K+K' + 2mr^) = r^:^^, also K=^^' + ^^p'\ 

Damit sind alle Daten zur Bestimmung von MH ge- 

M 
geben und hat man dann gefunden -y^ = J. und MH=JB, 

so wird ^ 

M=^flB und 1^=] 

Auch bei der Gaußschen Methode ist zu beachten, daß 
der Magnetstab einmal in der Richtung des Meridians und 
das andere Mal senkrecht dazu gelagert ist, und daß daher 
die Induktion durch den Erdmagnetismus das Moment des 
Stabes beeinflußt, wodurch noch eine besonders zu bestim- 
mende Korrektion an dem Endresultat anzubringen ist. 

Die Methode von Gauß wurde noch verschiedentlich 
modifiziert von Weber, Lamont und Kohlrausch; sie 
dient gegenwärtig vorwiegend zu Bestimmungen der Hori- 
zontalintensität des Erdmagnetismus. 
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Die genannten Methoden zur Bestimmung der Stärke 
eines magnetischen Feldes sind offenbar nur anwendbar, 
wenn man es mit homogenen Feldern von einigermaßen 
großer Ausdehnung zu tun hat; für auf einen kleinen Raum 
beschrankte Felder von großer Starke, wie sie in der Tech- 
nik sehr häufig vorkommen, können dieselben nicht mehr 
benutzt werden. Hier müssen andere Methoden eintreten; 
doch da dieselben die Kenntnis der magnetischen Wirkung 
elektrischer Ströme voraussetzen, so können sie erst später 
besprochen werden. 

§ 33. Bestunmung der magnetisehen Induktion. 

Die dritte Größe, deren absolute Bestimmung von großer 
Wichtigkeit ist, ist die Induktion, aus der dann die Kennt- 
nis der Permeabilität bzw. Suszeptibilität folgt. Das Prinzip 
der Bestimmung derselben ist bereits in § 16 angedeutet; 
es beruht darauf, daß ein Ellipsoid in einem homogenen 
Felde auch homogen magnetisiert wird, so daß das magne- 
tische Moment der Magnetisierung berechenbar ist. Für 
Messungen von Wichtigkeit ist nur der Fall langgestreckter 
Hotationsellipsoide, deren Achse die Richtung des Feldes 
hat. Für ein solches Ellipsoid ist nach § 17 das Moment 

M = -^ä^cI, wenn a die kleine und c die große Achse ist. 

Dieses Moment ist entweder nach dem Ablenkungsverfahren 

von Gauß oder mittels der Toepl er sehen Wage zu be- 

3Jf 
stimmen. Wir erhalten dann 4jrJ=^— . Die Magneti- 

dl c 
sierung selbst ist bei diesen Versuchen durch irgend ein 
bekanntes und homogenes, magnetisches Feld zu erzeugen; 
ein solches ist, wie erst im nächsten Teil begründet werden 
kann, im Innern einer langgestreckten, stromdurchflossenen 
Drahtspule zu erhalten. Kennen wir dadurch die Kraft des 
Feldes Hy so können wir das entsprechende 4:7il durch 
Messen des Wertes von M bestinmien. Tragen wir dann 
in ein Koordinatennetz die verschiedenen H als Abszissen 
und die zugehörigen 4jrJ als Ordinaten auf und wählen 
wieder wie in § 27 für die Ordinaten einen 200 fach kleine- 
ren Maßstab, so erhalten wir eine Kurve, die denen des 
§ 27 ähnlich ist {AB CD Fig. 10). Um aus dieser Kurve 
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die richtige BeziehiiDg zwischen B und H zu gewinnen, 
mfissen wir sie in zweifiicher Hinsicht korrigieren. Zunächst 
ist B^4tnl+H; wir müssen also zu jeder Ordinate 4tnl 
noch eine Strecke von der Größe des zugehörigen H hinzu- 
^ Wegen des gewählten Maßstabverfaaltnisses 1:200 



ist aber in der Figur stets nur y^stel der wirklichen 
Abszissengroße zu nehmen , und es ist daraus ersichtlich, 
daß diese Korrekdon meist nur sehr gering ist, häufig sogar 
ganz vernachlässigt werden kann. In der Figur 10 ist die- 
selbe auch nicht eingetragen, da die Linien kaum vonein- 
ander zu trennen gewesen wären. Sehr wichtig ist aber 




Fig. 10. 

die zweite an der Kurve anzubringende Korrektion, die 
darauf beruht, daß wir der Zeichnung die bekannte Intensi- 
tät des gegebenen Feldes zugrunde legten. In Wahrheit 
wirkt auf das EUipsoid nicht diese I&aft H, sondern H 
vermindert um die entmagnetisierende Kraft des Ellipsoids, 
also nach § 16 H—el, wo e der Gestaltsfaktor ist Dieser 
Gestaltsfaktor ist aber nach § 18 gleich 



:JB = 4;j 



a« 



K^-i), 



und in dem gleichen Paragraphen ist eine Tabelle ausge- 
rechneter Werte für verschiedene Verhältnisse — gegeben. 
Nehmen wir als Lange nahezu das 50fache der Dicke, so 



§ 34. Apparate von Koepsel und Du Bois. 73 

ist £«0,02, wir haben also jeden Wert von Hin derFigar 
noch zu vermindern om 0,027. Tragen wir von einem 
Punkte P der Ordinatenachse nach rechts hin die Strecke 

p 200;;0^ OP« 0,3 OP ab, so geben die Abstände der 

Punkte der Geraden OQ von der Ordinatenachse jedesmal 
die Strecke an, um welche in der entsprechenden Ordinaten- 
hohe die Abszissen zu vermindern sind. Mit andern Worten, 
wir erhalten eine richtige Darstellung der Induktionskurve 
erst^ wenn wir nicht die ursprüngliche Ordinatenachse, son- 
dern die Linie OQ als Achse benutzen. Um von diesem 
schiefwinkligen Koordinatensystem wieder zu einem recht- 
winkligen zu gelangen, denken wir uns die ganze Figur 
durch Drehung der Linie OQ mh. den Winkel QOP ver- 
zerrt, dann entsteht die richtige Induktionskurve ÄB^C'D 
in der Figur 10. Man sagt, die gefundene Kurve ist um 
den Winkel QOP zu „scheren". 

Hat man auf diese Weise die richtige Induktionskurve 
erhalten, so übersieht man jetzt sofort, wie wichtig die 
durch diese Scherung anzubringende Korrektion ist, und 
wie verschieden die beobachteten Kurven ausfallen müssen, 
wenn man verschieden geformte EUipsoide oder Cylinder 
anwendet. Man braucht hierfür nur die entsprechenden 
Scherungswinkel nach der Tabelle des § 18 einzutragen 
und die richtige Induktionskurve um diese Winkel zurück- 
zuscheren. 

§ 34. Apparate von Koepsel und Du Bois. 

Um von der genauen Kenntnis der Gestalt des zu 
untersuchenden Eisenkörpers unabhängig zu sein, ist man 
auch bemüht gewesen, die Anordnung so zu treffen, daß der 
Eutmagnetisierungsfaktor so klein ist, daß er praktisch gleich 
NuU gesetzt werden kann. Vollkommen würde dies erreicht 
sein, wenn der Eisenkörper die Form eines geschlossenen 
Binges hat, sehr nahe ist es aber auch erreicht, wenn man 
dem zu prüfenden Eisenkörper die leicht herzustellende Form 
eines Kreiscylinders gibt und seine Enden durch einen wesent- 
lich dickeren Bügel aus bestem weichen Eisen verbindet (siehe 
Fig. 11). Auch in diesem Falle können keine nennens- 
werten freien Magnetismen, mithin keine entmagnetisierende 
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Kraft auftreten. Die hierauf begründeten Methoden nennt 
man die „Schlußjochmethoden*^; sie unterscheiden sich von- 
einander durch die Art, wie die magnetische Wirkung be- 
obachtet wird. Koepsel fügt in das Schlußjoch einen ring- 
förmigen Schlitz s und bringt in diesem eine um eine 
Achse a drehbare, von einem konstanten Strom durchflossene 
Spule an, die durch eine Feder in ihrer normalen Lage ge- 
halten wird. Wird nun der cylindrische Stab AB von einer 
Spule S umgeben und so durch eine bekannte magnetische 




Fig. 11. 



Kraft magnetisiert, so treten in dem ringförmigen Schlitz 
Kräfte auf, die die Spule zu drehen streben und der mag- 
netischen Induktion proportional sind. Die Größe der Ab- 
lenkung der Spule mißt daher die Induktion, die durch das 
bekannte Magnetfeld erzeugt wird; die Werte der Ausschläge 
sind empirisch an einem durch die Methode des EUipsoides 
bekannten Eisenmaterial zu bestimmen. 

In anderer Weise führt Du Bois in seiner magnetischen 
Wage einen doppelten, geraden Schnitt in a und b (Fig. 12), 
durch den die ganze obere Hälfte des Schlußjoches abge- 
trennt wird. Diese obere Hälfte wird dann auf einer ex- 
zentrisch angebrachten Schneide P gelagert und durch ein 
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Gegengewicht G ausbalanziert. Die Magnetisierung wird 
wieder durch eine den cjlindrischen Eisenkörper um- 
gebende Spule S bewirkt und ruft nun an beiden Schnitt- 
stellen die gleichen magnetischen Zugkräfte hervor. Da 
diese Zugkräfte aber an ungleichen Hebelarmen angreifen, 
so stören sie das Gleichgewicht und können nun durch 
Verschieben eines Laufgewichtes L an einem Reiterlineal 
abgeglichen werden. Die Stellung des Laufgewichtes ist in 
diesem Falle das Maß für die bewirkte Induktion und muß 




Fig. 12. 



in diesem Sinne geeicht werden; die auftretenden Zugkräfte 
sind dem Quadrat der Induktion angenähert proportional. 

Bei beiden Apparaten von Koepsel imd Du Bois treten 
infolge des Schnittes freie Magnetismen auf und daher auch 
eine entmagnetisierende Kraft, und es ist Aufgabe einer 
besonderen Untersuchung, ob diese wirklich so gering ist, 
daß ihretwegen eine Scherung der erhaltenen Kurven ver- 
nachlässigt werden kann, bzw. es sind die Scherungslinien 
ein für allemal festzustellen. 

Ganz ohne einen Schnitt im Schlußjoch anzubringen 
und infolgedessen ohne jeden Entmagnetisieningsfaktor 
kommt man aus, wenn man die Beobachtung der magneti- 
schen Induktion auf Erzeugung elektrischer Induktions- 
ströme stützt, doch kann hierauf erst später eingegangen 
werden. 



IL Teil. 
Elektromagnetismns. 



Siebentes KapiteL 
Erfahrimgstatsachen. 

§ 35. Das Biot-Sayartsclie Gesetz. 

Bisher wurden die Erscheinungen der Elektrizität und 
des Magnetismus als zwei völlig voneinander getrennte Ge- 
biete behandelt; in Wahrheit gibt es aber eine Reihe von 
Erfahrungstatsachen, durch welche beide Gebiete in die 
engste Verknüpfung miteinander gebracht werden. Unter 
diesen mannigfaltigen Erscheinungen lassen sich drei prin- 
zipiell voneinander verschiedene heraussondem, die das 
Charakteristische dieses Zusammenhanges vollständig be- 
stimmen, und die daher ausreichen, um die Theorie dieses 
Gebietes aufzustellen. Die erste dieser Erfahrungstatsachen 
sagt aus, daß ein von einem elektrischen Strom durch- 
flossener gerader Draht in seiner Umgebung ein 
magnetisches Feld erzeugt. Die Beschaffenheit dieses 
Feldes erkennen wir aus dem Biot-Savartschen Versuch. 
Befestigen wir um eine vertikale gerade Strombahn AB (siehe 
Flg. 13) eine horizontale Scheibe und legen auf diese Scheibe 
einen oder mehrere Magnete NS und machen die Scheibe um 
die Strombahn als Achse drehbar, so bewirken die magnetischen 
Kräfte des Stromes keine Bewegung der Scheibe. Hieraus folgt, 
da jeder Magnet gleiche Mengen Nord- und Südmagnetismus 
hat, und die beiden Pole jedenfalls in dem magnetischen Felde 
in entgegengesetzter Richtung bewegt werden, daß das Dreh- 
moment, das die Strombahn auf einen Magnetpol ausübt, un- 
abhängig von dem Abstand des Poles von der Strombahn sein 
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muß. Das Drehmoment ist aber gleich dem Produkt aus 
diesem Abstand in die Komponente der magnetischen Kraft, 
welche eenhrecht zu diesem Abstand in der Ebene der 
Scheibe liegt. Diese Komponente ist also jedenfalls umge- 
kehrt proportional dem Abstände des Poles von der Strom- 
bahn. Es läßt sich nun leicht zeigen, 
daß diese Komponente bereits die ganze 
vorhandene magnetische Kraft ist, und 
daß diese in einer andern Bichtimg gar 
keine Komponente besitzen kann. Daß 
zunächst in der Richtung senkrecht zur 
Scheibe keine Komponente existiert, 
folgt aus folgendem Versuch. Führen 
wir eine gerade Strombahn horizontal 
genau senkrecht zum magnetischen 
Meridian, so wird eine um eine verti- 
kale Achse drehbare Magnetnadel in- 
folge der Bichtkraft des Erdmagnetis- 
mus stets sich senkrecht zu ili^ ein- 
stellen. Eine solche Nadel wird unter 
diesen Verhältnissen durch den Strom 
niemals abgelenkt; also kann parallel 
zur Strombahn keine Komponente der 
magnetischen Kraft existieren. Aber 
auch in der Richtung der Verbindungs- 
linie zwischen Strombahn und Magnet- 
pol kann keine Komponente existieren, 
denn stellen wir die Strombahn wieder 
senkrecht und so zu einem um eine 
Vertikalachse drehbaren Magnet, daß 
das Lot von der Strombahn auf die 
Achse des Magneten die Mitte der 
Achse trifft, so sehen wir aus Fig. 14, wo (7 die Strom- 
bahn, N und S die Pole des Magneten bedeuten, daß die 
Komponenten NÄ und SB senkrecht zu CN bzw. CS 
nach dem ersten der genannten Versuche einander gleich 
sein müssen. Beständen jetzt noch Komponenten in der 
Richtung von GN oder CS, so sehen wir aus der Figur, 
daß diese dann jedenfalls mit CA und SB sich zu Re- 
sultierenden vereinigen müßten, die die Magnetnadel in der 
gezeichneten Lage nicht im Gleichgewicht lassen könnten. 




Fig. la 
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Tatsächlich bleibt aber die Magnetnadel in dieser Lage in 
Buhe^ also kann die gesamte magnetische Kraft nur ganz 
in der Richtung senkrecht zur Strombahn und senkrecht zur 
Verbindungslinie der Strombahn mit dem Magnetpol liegen. 
Die Kraftlinien des magnetischen Feldes einer 
geraden Strombahn sind also Kreise um die Strom- 
bahn als Mitte, und die Kraftliniendichte nimmt 
umgekehrt proportional dem Abstände von der 
Strombahn ab. 




Fig. 14. 



Vergleichen wir femer die Intensitäten an der gleichen 
Stelle des Magnetfeldes, wenn durch die Strombahn zu ver- 
schiedenen Zeiten verschiedene Ströme fließen, deren In- 
tensität wir entweder im Wärmemaß (§ 73, Band I) oder 
elektrochemisch (§ 78, Band I) bestinunen, so finden wir 
stets, daß die Intensität der magnetischen Kraft 
genau proportional der Intensität des elektrischen 
Stromes ist. Bezeichnet H die magnetische Kraft, J die 
Stromstärke und a den Abstand von der Strombahn, so ist 

cJ 



im Abstände a die Feldintensität H= 



wo c ein Pro- 



portionalitätsfaktor ist, dessen Größe sich durch das ge- 
wählte Maßsystem bestimmt. 

Die Richtung, in welcher die Kraftlinien die Strom- 
bahn umkreisen, ergibt sich aus den Versuchen in dem 
Sinne, daß, wenn man in der Richtung des Stromes die 
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Strombabn entlang blickt, die Kraitlinien im Drehungssinne 
des Uhrzeigers die Strombahn umkreisen , oder man kann 
auch sagen: Dreht man eine gewöhnliche, rechts* 
gewundene Schraube im Sinne der magnetischen 
Kraftlinien, so bewegt sie sich mit ihrer Spitze in 
der Richtung des Stromes vorwärts. Ampere faßte 
diese Beziehung in die nach ihm benannte Schwinunerregel 
in der Weise zusammen, daß er sagte: Denkt man sich in 
der Strombahn in der Richtung des Stromes schwimmend 
und blickt nach dem Nordpol einer Magnetnadel hin, so 
wird dieser nach links abgelenkt. 

§ 36. Faradays Onindgesetz der Induktion. 

Da wir bisher einen sehr weitgehenden Parallelismus 
zwischen elektrischen und magnetischen Erscheinimgen wahr- 
nehmen konnten, einen Parallelismus, der so vollständig war, 
daß er uns für die Darstellung der magnetischen Er- 
scheinungen ganz wesentlich als Leitfaden hatte dienen 
können, so liegt es auch jetzt nahe, nachdem wir im Biot- 
Savartschen Gesetz eine Beziehung zwischen Elektrizität 
und Magnetismus kennen gelernt haben, nimmehr auch nach 
der Parallelerscheinung zu suchen, in der jetzt die elektri- 
schen und magnetischen Größen gegeneinander ausgetauscht 
sind. Dabei stehen wir zunächst sdlerdings vor der Schwierig- 
keit, daß es keine magnetischen Ströme nach der Analogie 
der elektrischen Ströme geben kann, da es keine leitenden 
Körper fiir den Magnetismus gibt. Trotzdem gelingt es, 
einen analogen Vorgang aufzufinden, sobald wir nur den 
elektrischen Strom im weiteren Sinne ins Auge fassen, wie 
es durch unsere erste Herleitung der Vorstellung von 
strömender Elektrizität im § 59 des ersten Bandes nahe- 
gelegt wird. Wenn daselbst in Fig. 10 die leitende Ver- 
bindung an die Platten A und JB angelegt wird, so tritt 
in derselben in der Richtung des Pfeiles ein Strom auf, 
gleichzeitig geht aber die vordem zwischen den Platten A 
und B vorhandene dielektrische Verschiebung entgegen- 
gesetzt den dort gezeichneten Pfeilen zurück. Wenn wir 
daher unter dem elektrischen Strom überhaupt jedes Strömen 
der fingierten Flüssigkeit verstehen, so können wir aucli 
sagen, daß auch zwischen A und jB im Dielektrikum ein 
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elektrischer Strom besteht und können allgemein jede 
Änderung einer dielektrischen Verschiebung einen elektri- 
schen Strom nennen. Zu einer derartigen Erscheinung 
haben wir aber beim Magnetismus sehr gut einen parallelen 
Vorgang, da ja der dielektrischen Verschiebung die magne- 
tische Induktion analog ist, und wir müßten jede Änderung 
einer magnetischen Induktion als einen magnetischen Strom 
auffassen können. Suchen wir also nach einer Parallel- 
erscheinung zum Biot-Savartschen Gesetz^ so müssen wir 
nachsehen^ ob die Änderung einer magnetischen Induktion 
in ihrer Umgebung ein Feld elektrischer Ejralte erzeugt, 
das ebenfalls aus in sich zurücklaufenden Kraftlinien be- 
steht Wir haben nun aber früher (§ 8, Band I) er- 
kannt, daß für die elektrostatischen Zustände in sich zurück- 
laufende Kraftlinien unmöglich sind, die zu erwartenden 
elektrischen Erscheinungen werden daher nicht leicht an 
dem Auftreten elektrostatischer Ladungen zu beobachten 
sein, sondern vielmehr wird durch diese Kräfte nur das 
Aufixeten elektrischer Ströme zu erwarten sein. Am voll- 
ständigsten werden diese erhalten werden, wenn wir in die 
Richtung der nach Analogie des Biot-Savartschen Gesetzes 
zu erwartenden elektrischen Kräfte einen leitenden, also 
auch in sich geschlossenen Drahtring legen und feststellen, 
ob sich in demselben das Auftreten elektrischer Ströme 
nachweisen läßt, wenn eine Änderung der magnetischen In- 
duktion, die die von der Leitungsbahn umschlossene Fläche 
durchsetzt, eintritt. 

Genau die entsprechende Versuchsanordnung ist von 
Faraday eingehend untersucht worden. Die magnetische 
Induktion durch eine Fläche wird gemessen durch die 
Zahl der diese Fläche durchsetzenden Induktionslinien und, 
wenn in Luft beobachtet wird, kann dafür auch die Zahl 
der Kraftlinien gesetzt werden. Dementsprechend müssen 
wir den eine Flache durchsetzenden magnetischen Strom, 
den wir der Änderung der Induktion gleichsetzen wollen, 
durch die Änderung der Zahl der die Fläche durch- 
setzenden Induktions- bzw. Kraftlinien messen. Kennen 
wir den Widerstand des Leitungsdrahtes und beobachten 
den in dem Drahte auftretenden elektrischen Strom, so er- 
gibt sich nach dem Ohm sehen Gesetz die in der Strom- 
bahn wirkende elektrische Kraft als das Produkt aus Strom 
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und Widerstand. Wenn nun auch die hierbei auftretenden 
elektrischen Ströme stets nur von sehr kurzer Dauer sein 
können, da sie nur durch die Änderung der Induktion be- 
wirkt werden, und diese an enge Grenzen gebunden ist, 
und wenn daher auch die Stromstärke selbst nicht in jedem 
Augenblick gemessen werden kann, so läßt sich doch 
leicht nach dem Vorgange von Faraday zeigen, daß die 
auftretenden elektrischen Ströme und damit auch 
die Summe aller in den einzelnen Elementen des 
Leitungsdrahtes wirkenden elektromotorischen 
Kräfte stets proportional ist der Änderung der 
die Strombahn durchsetzenden Zahl der magneti- 
schen Induktionslinien, also proportional dem magneti- 
schen Strom. Dieses Faradaysche Grundgesetz der elektro- 
magnetischen Induktion ist die zweite Erfahrungstatsache, 
die uns zum Aufbau der Theorie dienen wird. In dieser 
Form entspricht es noch nicht völlig dem Biot-Savartschen 
Gesetz, denn es enthält nur eine Aussage über die Summe 
aller in den einzelnen Bahnelementen auftretenden elektro- 
motorischen Kräfte, aber die Erfahrung gibt uns nur die 
Möglichkeit, eine solche Summe elektromotorischer Kräfte 
längs einer Leitungsbahn von endlicher Länge zu beob- 
achten, und gibt keinen direkten Aufschluß über die Ele- 
mente selbst Es ist zwar leicht zu übersehen, daß, wenn 
wir nach der Analogie mit dem Biot-Savartschen Gesetz 
annehmen, daß ein magnetischer Strom in gleicher Weise 
von elektrischen Kraftlinien umgeben ist, wie ein elektri- 
scher Strom von magnetischen Kraftlinien, daß dann die 
Gültigkeit des Faraday sehen Gesetzes eine notwendige 
Folge sein muß, aber dieses Zurückgehen auf die elektri- 
schen Kräfte selbst geht in diesem Falle über die einfache 
Erfahrungstatsache hinaus und fuhrt eine besondere Hypo- 
these ein, es darf daher unter die Aufzählung der Er- 
fahrungstatsachen noch nicht mit aufgenommen werden. 

Die Richtung, welche die induzierten elektromoto- 
rischen Kräfte eines magnetischen Stromes besitzen, wird 
in Übereinstimmung mit der Erfahrung nach folgender Regel 
bestimmt: Blickt man in der Richtung des magneti- 
schen Stromes, so ist die elektromotorische Kraft 
um die Strombahn herum dem Uhrzeiger entgegen- 
gesetzt gerichtet. Oder man kann auch sagen: Dreht 
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man eine linksgewundene Schraube im Sinne der 
induzierten elektromotorischen Kräfte, so schreitet 
sie in der BichtuDg des magnetischen Stromes vor- 
wärts. In bezug auf die Eichtung des umgebenden Kraftr- 
feldes sind also elektrischer und magnetischer Strom gerade 
entgegengesetzt; der elektrische Strom entspricht der rechts- 
gewundenen Schraube, der magnetische der linksgewundenen. 

§ 37. Die ponderomotorischen Kräfte. 

Zu den beiden in den letzten Paragraphen genannten 
Erfahrungstatsachen kommt jetzt noch eine dritte, deren 
Bestehen allerdings nach dem Biot-Savartschen Gesetze 




Fig. 15. 

vermutet werden kann, die aber doch erst durch den Ver- 
such erwiesen werden muß. Wenn ein elektrischer Strom 
ein magnetisches Kraftfeld besitzt, dessen Kraftlinien genau 
die gleichen Eigenschaften haben wie die Kraftlinien irgend 
eines anderen Magnetfeldes, so muß auch eine Kraft auftreten, 
durch welche ein gegebenes Magnetfeld eine in dasselbe 
hineingebrachte Strombahn zu bewegen sucht. Denn stellen 
wir die Strombahn senkrecht zu den Linien des Feldes und 
behandeln diese Linien und die Kraftlinien des Stromes als 
gleichwertig, so können wir an jeder Stelle die beiden dort 
vorhandenen Kraftlinien nach dem Parallelogramm zu- 
sammensetzen und erhalten so ein resultierendes Feld, das 
die Gestalt der Fig. 15 hat. 

Gilt nun fiir die Kraftlinien die Beziehung, daß in der 
Längsrichtung der Linien ein Zug und senkrecht dazu ein 
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Dmck besteht^ so sehen wir aus der Figur sofort, daß die 
Strombahn in der Richtung senkrecht zu den Kraftlinien 
fortgedrängt werden muß. Das heißt, es muß zwischen 
Strombahn und Magnetfeld eine ponderomotorische 
Kraft bestehen. Diese nach dem Biot-Savartschen Ge- 
setz und dem Prinzip der Identität aller magnetischen 
Kraftlinien, welchen Ursprung sie auch haben mögen, zu 
erwartende Erscheinung wird nun durch die Erfahrung tat- 
sächlich bestätigt. 

Die Art, wie ein Magnetfeld auf den Abschnitt einer 
Strombahn bewegend wirkt, wird durch den Ampere sehen 




^ 
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Fig. la 

Versuch entschieden. Macht man einen Abschnitt CD 
einer Strombahn für sich beweglich, indem man ihn auf 
zwei Quecksilberrinnen P^ und P'^ schwimmen läßt (siehe 
Fig. 16), und befestigt ihn so an einem Arm ^P, daß er 
um einen Punkt P drehbar ist, so wird die Strombahn 
durch die Kräfte eines Magnetfeldes nur dann bewegt, 
wenn der Stromabschnitt CD nicht senkrecht zu. AB ge- 
stellt ist. Steht dagegen dieser Stromabschnitt senkrecht zu 
AB (CD')y so wird die ponderomotorische Kraft unter 
allen Umständen, wie man auch das Magnetfeld anordnen 
mag, durch den starren Verbindungsarm aufgehoben, und es 
tritt keine Bewegung ein. Aus diesem Versuch kann ge- 
schlossen werden, daß die ponderomotorische Kraft stets 
senkrecht zur Strombahn steht. Dieselbe steht aber auch 
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senkrecht zur Richtung der magnetischen Ejraft^ denn eine 
Bewegung tritt auch dann nicht ein, wenn die magne- 
tische Kraft senkrecht zur Drehungsachse des Armes AB 
gerichtet ist, gleichgültig, in welcher Richtung dann der 
Stromabschnitt bh AB befestigt ist. Über die Richtung der 
ponderomotorischen Kraft läßt das Biot-Savartsche Ge- 
setz folgende Regel erwarten, die auch durch den Ampfere- 
schen Versuch bestätigt wird: Blickt man in der Strom- 
richtung und denkt sich die senkrecht zu ihr 
stehende magnetische und ponderomotorische Kraft- 
richtung gezeichnet, so wird die magnetische Kraft 
durch eine Drehung um 90^ im Sinne des Uhr- 
zeigers in die Richtung der ponderomotorischen 
Kraft übergeführt. Man kann auch sagen: in der 
Reihenfolge Stromrichtung, magnetische Kraft, 
ponderomotorische Kraft bilden diese drei Größen 
ein Rechtsschraubensystem. 

Es folgt hieraus, daß, wie dieses Amperesche Ge- 
setz eine Kraft zwischen Magnetfeld und Strombahn uns 
kennen lehrt, nach dem Parallelismus zwischen Elek- 
trizität und Magnetismus nun auch wieder eine Kraft 
zu erwarten sein muß, die zwischen einem elektrischen 
Felde und der Erscheinung, die wir als magnetischen 
Strom bezeichneten, auftritt. Diese Erwartung muß vom 
Standpunkte der Theorie allerdings als richtig bezeichnet 
werden, allein es läßt sich durch eine eingehende Be- 
rechnung zeigen, daß die hier zu erwartenden K[räfte 
stets so gering sein müssen, daß es schwerlich je gelingen 
wird, dieselben direkt durch den Versuch nachzuweisen. 
Darauf beruht es, daß den genannten drei Erfahrungs- 
tatsachen nicht noch eine vierte an die Seite gestellt werden 
kann. 

Die drei genannten Erfahrungstatsachen, die nach Biot- 
Savart, Faraday und Ampere genannten Gesetze, sind nun 
nicht voneinander unabhängig, sondern es läßt sich zeigen^ 
und in der Form wurde bisher in der Regel die Theorie des 
Elektromagnetismus hergeleitet, daß, wenn das erste und 
dritte Gesetz bestehen, dann das zweite mit Notwendigkeit 
als eine Folge des Prinzips der Erhaltung der Energie sich 
ergeben muß. Umgekehrt läßt sich aber auch zeigen, daß 
das erste und zweite Gesetz nur dann mit dem Prinzip der 
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Energie sich vereinigen lassen^ wenn das dritte Gesetz die 
Amperesche Form hat. Der Aufbau der Theorie in dieser 
letztgenannten Reihenfolge weicht zwar von dem historischen 
Bekaimtwerden der Tatsachen und der bisher gebräuch- 
lichen Annahme ab, hat dafür aber den Vorzug der durchaus 
symmetrischen Behandlung der beiden parallelen Erscheinungs- 
gebiete und damit der weit übersichtlicheren Anordnung 
aller Teile. 



Achtes Kapitel. 
Die Grundlagen der Theorie. 

§ 38. Ableitung der ersten Hauptgleichungen. 

Nach § 35 ist die magnetische Kraft H in der Um- 
gebung einer langen ; geraden Strombahn gegeben durch 

J?= — • wo a den Abstand der betrachteten Stelle von 
a 

der Strombahn und c eine Konstante ist. Geben wir jetzt 
dem Faktor c nach unserer Wahl irgend einen bestimmten 
Zahlenwert^ so schaffen wir damit, wenn wir H in dem im 
vorigen Abschnitt bestimmten magnetischen Maßsystem messen^ 
für die Stromstärke J ein neues Maß, das sogenannte elektro- 
magnetische Maß, das nun, wie schon der Hinblick auf die 
Dimensionen in dieser Gleichung zeigt, ein völlig anderes 
ist, als das im ersten Bande abgeleitete elektrostatische Maß 
für die Stromstärke, und bei der späteren Besprechung der 
verschiedenen Maßsysteme wird uns diese Gleichung den 
Anhalt geben, um die Beziehung zwischen diesen beiden 
verschiedenen Maßen zu ermitteln. Wir wählen jetzt, dem 
allgemeinen Gebrauche entsprechend, für c den Wert 2 und 

haben also J2'= — . 
a 

Bilden wir jetzt das Linienintegral der magnetischen 

Kraft längs eines Kreises, dessen £bene senkrecht zur 

Strombahn und dessen Mitte in der Strombahn liegt, so ist 

auf diesem Kreise H offenbar stets von gleicher Größe und 

tangential zum Kreise. Das Linienintegral wird daher gleich 

27iaH= A^nJ. Bilden wir ferner das Linienintegral von H 
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über eine Kurve, die in der Figur 17 durch AB CD be- 
zeichnet ist, und durch zwei Abschnitte von zur Strombahn 
konzentrischen Kreisen und zwei Abschnitten von Radien 




Fig. 17. 



gebildet wird, so wird dieses Linienintegral auf dem Ab- 
schnitt AB gleich jff. AB auf J8(7 gleich auf CD gleich 
-W'CD auf DA wieder 
gleich 0. Das ganze Linien- 
integral wird also in diesem 
Falle gleich H^ AB- W- CD. 
J)sisheTH:H'=a':a=CD:AB 
ist, so wird das ganze Linien- 
integral gleich Null. Jede be- 
liebige Kurve im Magnetfelde, 
die die Strombahn nicht um- 
schlingt, können wir aber in 
lauter Figuren zerlegen, die in 
gleicherweise begrenzt sind wie AB CD (siehe Fig. 18), und 
anstatt das Linienintegral über die ganze Kurve zu bilden, 
können wir die Integrale über alle die einzelnen Abschnitte 




^o 



Fig. 18. 
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bilden' und addieren. Da dann die Integrationen über im Innern 
der gegebenen Kurve liegenden Begrenzungslinien der Ab- 
schnitte stets zweimal mit entgegengesetzter Eichtung vor- 
kommen und sich fortheben, muß die Gesamtsumme das ge- 
suchte Linienüitegral ergeben. Daraus folgt, daß das Linien- 
integral von J? über eine ganz beliebige geschlossene Kurve, die 
die Strombahn nicht umschlingt, stets gleich Null sein muß. 
Wir können dann aber auch einen zur Strombahn kon- 
zentrischen Kjeis, über den das Linienintegral AnJ war, be- 
liebig durch irgend eine Kurve ABCDE (siehe Fig. 19) 
erweitem und sehen sofort, da diese Erweiterung zum 
Linienintegral nur die Größe Null hinzufügen kann, daß 




Fig. 19. 

das Linienintegral von H über jede beliebige ge- 
schlossene Kurve, die die Strombahn einmal um- 
schlingt, den Wert AnJ hat. 

Die bisherige Ableitung machte noch die Voraussetzung, 
daß die Strombahn sehr lang und gerade war, so daß die 
andern nicht mehr in der geraden Linie liegenden Teile des 
Stromes als unendlich weit entfernt angesehen werden konnten. 
Für das Linienintegral kann jetzt diese Voraussetzung fallen 
gelassen werden, denn wenn auch die Strombahn beliebig 
gekrümmt sein mag, so können wir doch ein sehr kleines 
Stück derselben als geradlinig ansehen. Umschlingen wir 
dieses mit einem unendlich kleinen Kreise, so ist für diesen 
die obige Voraussetzung jedenfalls erfüllt und der Wert des 
Linienintegrals gleich AnJ, Bei dieser letzten Überlegung 
wird allerdings noch vorausgesetzt, daß die Strombahn selbst 
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linear ist. Beachten wir jedoch, daß die Magnetfelder zweier 
elektrischen Ströme sich erfahrungsgemäß einfach zusammen- 
setzen lassen, indem an jeder Stelle die magnetischen Kräfte 
geometrisch addiert werden, so folgt, daß man auch einen 
Strom, der einen endlicfien Querschnitt einnimmt, auffassen 
kann, als ein Bündel unendlich dünner Ströme, und unser 
Satz über das Linienintegral der magnetischen Kraft bleibt 
ohne weiteres richtig auch für Ströme von endlichem Quer- 
schnitt, wenn man unter dem J stets nur den Anteil des 
Bündels der unendlich dünnen Ströme versteht, die inner- 
halb der Integrationskurve liegen. Mathematisch würde das 
auszudrücken sein dadurch, daß man J ansieht als das Inte- 
gral ^idfy das über den ganzen Querschnitt der Strombahn 
zu nehmen ist, wo df ein Element dieses Querschnittes 
bedeutet. Es bedeutet dann i die Stromdichte in einem 
Punkte, d. h. den Grenzwert, dem sich das Verhältnis J\f 
nähert, wenn man sich auf einen unendlich dünnen Quer- 
schnitt einschränkt. Aus der Stromdichte oder Stromstärke 
der Flächeneinheit erhält man jederzeit die Stromstärke, die 
einen Querschnitt df durchsetzt, indem man die Stromdichte 
mit df multipliziert. Weiter berechtigt ims die Zusammen- 
setzbarkeit der Magnetfelder auch, jedes Stromelement nach 
den drei Koordinatenachsen in drei Komponenten zu zer- 
legen, und nun auch unsern Satz über das Linienintegral 
auf ganz beliebig an einer Stelle des Raumes verteilte, gleich- 
zeitig existierende Ströme anzuwenden, indem wir dann unter 
dem i nur die Summe aller senkrecht die Integrationskurve 
durchsetzenden Komponenten der Stromdichte verstehen. 

Da es nach dem Vorhergehenden nun auch gleichgültig 
ist, ob die Integrationskurve ein kleiner Kreis oder ein 
Quadrat ist, so können wir jetzt fiir das Linienintegral einen 
andern Ausdruck geben. Wir betrachten ein kleines Rechteck, 
dessen Seiten mit der Y- bzw. Z-Achse parallel sind. Sind 
dann i, Jf , ^ die Komponenten der magnetischen Kraft J?, so 
erhalten wir als Wert für das Linienintegral der magnetischen 
Kraft jET über das Rechteck (siehe Fig. 20) folgenden Wert 

lHds = + Mdy+lN+^dt/]d0-lM+^ 

(BN em^ ^ 
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wobei die Vorzeichen unter der Voraussetzung bestimmt sind, 
daß die Achsenrichtungen in der Reihenfolge X, T, Z ein 
Rechtsschraubensystem bUden, und wenn wir noch die Kom- 
ponenten der Stromdichte mit u, Vp w bezeichnen, so wird 

oy dz 

Entsprechend wird für die andern Koordinatenrichtungen 
erhalten 

dL dN , 

■ = 4:71V , 



dz dx 
SM dL 
dx dy 



Af^Mi^ 



■ Anw, 



N 



M 



y^ffy 



Fig. 20. 



In diesen Gleichungen sind die Stromdichten in elektro- 
magnetischem Maße zu messen. 

Wir können nun noch einen Schritt weiter gehen und 
den BegriflP des elektrischen Stromes in dem Sinne weiter 
fassen, wie wir im § 36 von magnetischen Strömen ge- 
sprochen haben. Auch die Änderung einer dielektrischen 
Verschiebung kann als ein elektrischer Strom aufgefaßt 
werden, und wir können, allerdings nur durch eine be- 
sondere Hypothese, die Annahme einführen, daß das Biot- 
Savartsche Gesetz auch für diese Art elektrischer Ströme 
gilt. Um unsere Gleichung auch für diese Art von Strömen 
hinschreiben zu können, müssen wir noch ermitteln, wie die 
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dielektrischen Strome zu messen sind. Der dielektrische 

Strom, der ein Flächenstück e?/* durchsetzt, muß gleich der 

Elektrizitätsmenge sein, die bei Änderung der Verschiebung 

durch das Flächenstück hindurchtritt. Die elektrische Ver- 

k 
Schiebung wird nach § 20, Band I gemessen durch - — jF, 

wenn F die elektrische Kraft ist; ihre Änderung ist also 
— -^ . Aus der Erweiterung des hydrodynamischen Gleich- 
nisses im § 59, Band I geht dann aber hervor, daß die Größe 

h dF 

~ -TT äf die das Flächenstück df durchsetzende Elektri- 

4ji at 

zitätsmenge, also die Stromstärke, ist, folglich entspricht 
— -jT- der Stromdichte, und ihre Komponenten sind 

h dX h dY h dZ ^. xkt ^ a x. 

TT-j -M ^Tf 1 TT« -Diese Werte smd aber, wenn 

4:71; dt An dt An dt 

die elektrische Kraft F elektrostatisch gemessen wird, die 
Stromdichte im elektrostatischen Maßsystem. In dem Glei- 
chungssystem über das Linienintegral der magnetischen Kraft 
treten aber die elektrischen Ströme nach elektromagnetischem 
Maße auf. Wir sahen nun bereits im Anfang dieses Para- 
graphen, daß dies elektromagnetische Maß jedenfalls ein ganz 
anderes als das elektrostatische ist; um die elektrostatisch 
gemessenen Ströme in diesem neuen Maße auszudrücken, 
werden wir sie daher noch mit einem bestimmten Faktor 
zu multiplizieren haben, der später besonders zu bestimmen 
sein wird und der nicht die Dimension einer einfachen Zahl 
haben kann. Nennen wir diesen Faktor A, so wird unser 
Gleichungssystem, angewandt auf dielektrische Ströme, lauten 

ÖN dM^^^^dX 

dy iiz dt 

und entsprechend die beiden andern Gleichungen. Wenn es 
nun auch noch möglich sein sollte, daß an derselben Stelle 
Leitungs- und Verschiebungsströme gleichzeitig bestehen, so 
würde das vollständige Gleichungssystem auf der rechten 
Seite beide Arten von Gliedern enthalten müssen. Dann 
empfiehlt es sich, auch die Stromkomponenten u^v,w durch 
die elektrischen Kräfte auszudrücken und elektrostatisch zu 
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messen. An Stelle der elektromagnetisch gemessenen u,v,w 
haben die elektrostatisch gemessenen «', i/, w' zu treten, multi- 
pliziert mit Ä. Nach dem Ohm sehen Gesetze ist, wenn X 
das Leitvermögen der Substanz ist, 

Änf=AXX, Äi/=ÄXY, Äw'=ÄXZ; 

die schließlichen Gleichungen lauten daher 

Dieses Gleichungssystem wird im folgenden 
„die ersten Hauptgleichungen der Elektrodynamik" 
genannt werden. 

§ 39. Ableitung der zweiten Uauptgleichnngen. 

Dem Biot-Savartschen Gesetz steht parallel gegenüber 
Faradays Grundgesetz der elektromagnetischen Liduktion, 
und wir werden daher auch diesem Gesetz eine ganz ana- 
loge Form geben können, wie die ersten Hauptgleichungen 
erhalten haben. Bei Faradays Gesetz kommt uns hierfür 
noch zugute, daß dasselbe unmittelbar aussagt, daß zwischen 
dem magnetischen Strom und dem Linienintegral der elektro- 
motorischen Kraft längs einer den magnetischen Strom um- 
schlingenden geschlossenen Linie Proportionalität besteht. 
Die Erfahrung lehrt uns allerdings nur die Gültigkeit dieses 
Satzes für magnetische Ströme von endlichem Querschnitt 
und Strombahnen für die induzierten Ströme von endlicher 
Ausdehnung, aber wir werden auch hier wieder die nahe- 
liegende Annahme machen, daß das, was wir im Endlichen 
beobachten, auch noch beim Zurückgehen auf die Raum- 
elemente gilt, und können dann wieder genau wie im vorigen 
Paragraphen den Wert des Linienintegrals für ein Flächen- 
element berechnen. Derselbe ist für ein in der ZZ-Ebene 

liegendes Element ( — -^ — \--f-]dyd0, wenn X, F, Z die 
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Komponenten der elektrischen Kraft sind. Hierbei ist zu 
beachten, daß jetzt beim Faradayschen Gesetz die Inte- 
grationsrichtung entgegengesetzt der des Uhrzeigers zu wählen 
ist, während sie beim Biot-Savartschen Gesetz im Sinne 
des Uhrzeigers war; daher die andere Vorzeichenfolge in 
diesem Falle. 

Die Stärke des magnetischen Stromes ist wieder ganz 

analog zu messen durch den Wert pt-jrl und zwar stellt 

dL 

dies die Stromdichte dar, deren Komponenten j^-tt} 

U/T 

u—TT-i ß^rr sind. Es muß also zwischen u-^rr ^md 
^ dt dt ^ dt 

dY dZ ^ . ,. . , 

— -^— l'roportionalitat bestehen. 

Es ist klar, daß wir auch jetzt wieder durch eine be- 
stimmte Wahl des Proportionalitätsfaktors genau wie beim 
Biot-Savartschen Gesetz ein neues Maß definieren können, 
entweder für die elektrischen Kräfte, wenn wir die magne- 
tischen in dem bekannten Maße messen, oder für die mag- 
netischen, wenn wir die elektrischen in dem statischen Maße 
messen. Wir genügen jedoch in diesem Falle der Erfahrung, 
die durch Faradays Versuche begründet wird, wenn wir den- 
selben Umrechnungsfaktor Ä wieder benutzen und die magne- 
tischen Kräfte L, M, N mit Ä multiplizieren, und erhalten 
dann das System „der zweiten Hauptgleichungen der 
Elektrodynamik" in der Form 

dL _ er ez 

^^ dt ~ 60 dy' 

dM_ ez ex 

^^ dt ~ ex ez ' 

dN^ex er 
^ dt ^ ey ex ' 

Von den ersten Hauptgleichungen unterscheiden sich 
diese nur durch das Fehlen des magnetischen Leitungs- 
stromes; dies entspricht allen bisher bekannten Erfahrungen 
und scheint in der Natur des Magnetismus zu liegen. 
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§ 40. Zusammenfassung der eingeführten Hypothesen. 

Die soeben gegebene Ableitung der beiden Systeme 
von Hauptgleichungen scheint zunächst mehr Hypothetisches 
bzw. mehr willkürlich Hinzugenommenes einzuführen, als 
bei der älteren Ableitung der Gesetze des Elektromagnetis- 
mus erforderlich war. In der Tat, leitet man nach dem 
streng systematischen Aufbau der Ampereschen Versuchs- 
reihen zunächst die magnetischen Kräfte elektrischer Ströme 
vollständig ab, so kann man dann unter Zuhilfenahme des 
Energieprinzips das Lenz sehe Gesetz für die Induktions- 
strome und die ganzen Gesetze der elektromagnetischen In- 
duktion für geschlossene Strombahnen ableiten, und hält 
sich so scheinbar viel unmittelbarer an die Erfahrungs- 
tatsachen, als es in den vorigen Paragraphen geschehen ist. 
Dabei wird nur das Eine oftmals übersehen, daß die An- 
wendung des Energieprinzipes in dieser Weise selbst eine 
neue Hypothese ist; denn^ wenn wir auch allgemein er- 
warten, daß das Gesetz der Energieerhaltung bestätigt sein 
muß, so können wir doch durchaus nicht voraussehen, daß 
bei den elektrodynamischen Vorgängen nicht noch das Auf- 
treten anderer Energieformen möglich sein sollte, daß also 
das Energieprinzip in der durch die ältere Theorie be- 
nutzten Form richtig sein muß. Diese Anwendungsweise 
des Prinzips behauptet ohne weiteres, daß die elektro- 
dynamischen Vorgänge umkehrbare Prozesse sind, und das 
ist eine Tatsache, deren Richtigkeit für geschlossene Strom- 
bahnen erst aus dem gleichzeitigen Bestehen des Biot- 
Savartschen und des Faradayschen Gesetzes folgt. Letz- 
teres sind daher die Erfahrungstatsachen, und die spezielle 
Anwendbarkeit des Energieprinzipes ist die Folge dieser Er- 
fahrungstatsachen. Für ungeschlossene Strombahnen gut 
das Energieprinzip in der angewandten Form tatsächlich 
nicht, denn bei diesen tritt in den elektrischen Wellen die 
Form der Energiestrahlung auf, und die Vorgänge sind nicht 
mehr umkehrbar. Sobald man ferner über das Gebiet der ge- 
schlossenen Ströme hinauskommen will, so muß man auf irgend 
eine Weise doch zu dem Maxwell-Hertzschen Gleichungs- 
system gelangen, da dieses in dem weiteren Gebiet der In- 
duktionsströme in ungeschlossenen Leitern und der elektro- 
magnetischen Wellen nach allen bisherigen Erfahrungen die 
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Erscheinungen am vollkommensten darstellt. Bei dem Über- 
gang von der älteren Elektrodynamik zu diesem Gebiet wird 
dann aber doch die Einführung der gleichen oder ähnlicher 
hypothetischer Vorstellungen erforderlich, die man bis dahin 
entbehren zu können meinte. Wenn man diese Vor- 
stellungen aber doch nicht entbehren kann, so 
scheint es auch berechtigt, dieselben bereits in den 
Grundlagen einzuführen, wenn man dadurch so er- 
hebliche Vorteile für die Systematik des ganzen 
Gebietes gewinnt, wie es tatsächlich der Fall ist. 
Deswegen ist es aber jetzt auch von besonderer Wichtig- 
keit, klar zu trennen, was in unserer Darstellung durch die 
Erfahrung gegeben ist, und welches die eingeführten Hypo- 
thesen sind. 

Aus den ausführbaren Versuchen lassen sich folgende 
Tatsachen einwandfrei ableiten. Das Linienintegral der 
magnetischen Kraft längs einer eine gerade Strombahn um- 
schließenden Kurve ist dem elektrischen Strome proportional. 
Daraus ergibt sich, wenn man von einem bestimmten Maß- 
system der magnetischen Kraft ausgeht, ein Maß für den 
elektrischen Strom, und da der Strom nach dem Ohmschen 
Gesetz der elektrischen Kraft proportional ist, auch ein 
Maß der elektrischen Kraft. Ferner ist das Linienintegral 
der elektrischen Kraft längs einer geschlossenen Draht- 
leitung proportional der Äiderung der die Drahtleitung 
durchsetzenden magnetischen Induktion; daraus würde sich 
ebenfalls ein neues Maß für die elektrische Kraft aus der 
magnetischen Kraft ableiten lassen. Erfahrungsgemäß stimmen 
diese beiden Maße für die elektrische Kraft überein; sie 
unterscheiden sich von dem elektrostatischen Maß durch 
einen Proportionalitätsfaktor, der nicht die Dimension einer 
einfachen Zahl haben kann. Von diesen Erfahrungstat- 
sachen wird in der Max well sehen Theorie ausgegangen, und 
es wird jetzt als wesentliche Hypothese hinzugenommen, daß 
die beiden Gesetze von den Linienintegralen, die nur filr 
endliche Größen beobachtet sind, auch bis zu den unendlich 
kleinen Größen Geltung behalten, und daß es für eine 
elektrische oder magnetische Kraft unter allen Umständen 
gleichgültig ist, ob sie ihren Ursprung elektrischen oder 
magnetischen Erscheinungen verdankt. Um diese Hypo- 
these durchführen zu können, wird die Ergänzung nötig, 



96 Achtes Kapitel. Die Grundlagen der Theorie. 

daß es zulässig ist, elektrische Ströme in ihre Komponenten 
zu zerlegen und nach Art von Vektoren zu behandeln. 
Ferner bildet eine besondere Hypothese, daß auch der 
Änderung einer dielektrischen Verschiebung die magneti- 
schen Eigenschaften elektrischer Ströme zukonunen, so daß 
die Verschiebungsströme und Leitungsströme als gleich- 
wertig zu behandeln sind. Aus dieser Hypothese ergibt 
sich dann die Berechtigung, die Änderung der magnetischen 
Induktion mit einem magnetischen Strom zu bezeichnen. 
Diese Hypothesen reichen aus, um von den Integralgesetzen, 
die wir der Erfahrung entnehmen, zu den Differential- 
gleichungen zu gelangen, die wir als erste und zweite 
Hauptgleichungen bezeichneten, und die als das Maxwell- 
Hertzsche Gleichungssystem nunmehr als Grund- 
lage für die Elektrodynamik dienen werden. 



Neuntes Kapitel. 
Weiterentwicklung der Theorie. 

§ 41. Bückblick auf die statischen und stationären 
Erscheinungen. 

Die im vorigen Kapitel erhaltenen Systeme der Haupt- 
gleichungen lauten: 

\ d^ / d^ 6x ^ dt dx dz 

aIi^z ^ , ,^\ dM SL , dN ex dY 

Diese Gleichungen enthalten außer Zahlenfaktoren nur 
zwei Arten von Größen, das ist die elektrische und die 
magnetische Kraft. Um diese Gleichungen zu verstehen, 
brauchen wir uns daher nur die alleinige Vorstellung zu 
bilden 9 daß an jeder Stelle des Raumes ein elektrischer 
und magnetischer Zustand besteht, dessen Wesen uns völlig 
unbekannt sein mag, von dem wir nur das eine aussagen 
können, da£ sowohl der elektrische als auch der magnetische 
Zustand durch je eine einzige Vektorgröße sich völlig 
charakterisieren lassen. Diese Vektorgrößen heißen die 
elektrische bzw. magnetische Kraft, und von diesen stellen 
die Hauptgleichungen die Behauptung auf, daß jede 
Änderung der einen Kraft an einer Stelle stets 
gebunden ist an eine bestimmte örtliche Verteilung 
der andern Kraft um diese Stelle herum. Bevor wir 

Classen, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. IL 7 
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jetzt daran gehen, aus diesen Gleichungen neue Er- 
scheinungen herzuleiten, ist es von großem Interesse, sich 
zu überzeugen, daß es aus dieser einfachen Ghrundvorstellung^ 
heraus mit Hilfe der Hauptgleichungen möglich ist, auch 
alle bereits bekannten Erscheinungen vollständig abzuleiten. 
Wir verstehen unter statischen Erscheinungen solche 
Verteilungen der Kräfte, bei denen Gleichgewicht besteht, 
bei denen also eine Änderung der Kräfte nicht mehr ein- 
tritt und auch kein Strömen der Elektrizität in Leitern 
stattfindet. In diesem Falle sind also die Differential- 
quotienten nach der Zeit und die Stromkomponenten gleich 
Null und die Haiiptgleichungen lauten einfach: 

dM BN SN dL SL BM_ 



dz dy dx dz dy dx 
dZ dY ex dZ dY dX 



= 0, 



dy dz dz dx dx dy 

Es sind also jetzt die elektrische und die magnetische 
Kraft vollständig voneinander unabhängig, und die Gleichungen 
stellen nach § 18 des ersten Bandes die Bedingung dafür 
dar, daß jede Kraft von einem Potential V ableitbar ist, so 
daß z, B. für die elektrische Kraft gesetzt werden kann 

SV ^ ^ = ^Y — : Z. 

dx ' dy 'dz 

Darin liegt aber, daß die Kräfte solenoidal verteilt 
sind, und die ganze Erfüllung des Baumes mit diesen 
Kräften mit dem Strömen einer inkompressiblen Flüssigkeit 
vergleichbar wird. Die Stellen, für welche die Größe 

dx^ "^ dy^ "^ dz^ "" \dx '^ dy'^ dz) 

endliche Werte hat, sind Quellpunkte oder Sinkstellen 
von Ej*aftlinien, und deswegen erhält diese Funktion des 
Vektors der Eiaft, die auch die Divergenz derselben ge- 
nannt wurde, besondere Bedeutung, und läßt sich mit einem 
Stoffquantum vergleichen, welches dann auch Menge der 
freien Elektrizität genannt werden kann. Wir werden also 
von den Hauptgleichungen direkt zu der Entwicklung der 
Elektrostatik genau in der Form geführt, wie dieselbe im 
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ersten Bande von § 18 an g^eben ist, so daß wir diese 
direkt hier anschließen könnten. Das gleiche gilt auch für 
die Theorie des Magnetismus. 

Durch derartige Überlegungen werden wir dann von 
den Hauptgleichungen auch zum Coulombschen Gesetz ge- 
führt werden, und von diesem aus gelangen wir, wie in 
§ 24 bis 28 Band I gezeigt, dazu, die elektrische und mag- 
netische Energie des Feldes durch T^-^-^ikF^dv bzw. 
T=-^—\lJiH^dv zu messen. 

Verlassen wir jetzt die statischen Zustande, so gelangen 
wir zum Begriff des elektrischen Stromes, indem wir die 
drei ersten Hauptgleichungen der Reihe nach nach x, y, g 
differenzieren und addieren; dann wird 

Je d (ex er ez\ isxx exY skz\ 

Multiplizieren wir mit dem Raumelement dv und inte- 
grieren über einen abgeschlossenen Raum, dessen Oberflächen- 
element ds ist, so können wir schreiben 

dtj AnXdx'^ dy"^ dz) 
=—j[XXco8 (n, x) + XTcoa (w, y) + XZcos (w, z)\ ds . 

Unter dem Integralzeichen links steht jetzt die Di- 

k k 

vergenz des Vektors, dessen Komponenten j— ^^ T~^' 

j~ Z sind, also des Vektors der elektrischen Verschiebung. 

Diese Divergenz mißt aber nach dem früheren die Menge 
der wahren Elektrizität, und die linke Seite stellt uns die 
Änderung der gesamten in dem Räume vorhandenen wahren 
Elektrizität dar. Ist nun an der ganzen Oberfläche des 
Raumes >l = 0, so wird die rechte Seite gleich Null, und 
wir sehen, daß in einem Räume, der ganz von Körpern 
umschlossen ist, für welche A = ist, die Menge der wJ^en 
Elektrizität sich nicht ändern kann. Ist dagegen X nicht 
an allen Stellen der Oberfläche gleich Null, so mißt der 
dann bestehende Wert der rechten Seite die Zu- oder Ab- 
nahme der wahren Elektrizität in dem abgeschlossenen 

7* 



100 Neuntes KÄpitel. Weiterentwicklung der Theorie. 

Baume. Mit diesem Satze ist es vertraglich^ wemi wir die 
Vorst-ellung bilden, daß durch jedes Element der Oberflache 
eine Menge wahrer Elektrizität in den Baum eintritt, die 
durch den in diesem Element geltenden Wert von 

[AZcos (n, x) + AFcos (n, y) + XZcos (n, z)] ds 

dargestellt wird. Das heißt aber, wenn wir AX«w, 
XY=v, kZ=w setzen, udydZf vdzdx, wdxdy sind 
die Komponenten des Sta*omes wahrer Elektrizität, der das 
Element ds durchsetzt, oder Uj v, w sind die Komponenten 
der Stromdichte. Nachdem so der Betriff des elektrischen 
Stromes erhalten ist, lesen wir aus den Gleichungen 
XX =u usw. sofort das Ohm sehe Gesetz heraus und er- 
kennen, daß die Konstante X der Größe entspricht^ die wir 
früher spezifisches Leitvermögen nannten (§ 65, Band I). Ein 
Blick auf das zweite System von Hauptgleichungen zeigt, 
daß auch für den stationären Zustand die elektrischen 
Kräfte von einem Potential ableitbar sind, und damit ist 
die Möglichkeit der Ableitung der Stromverteilung in be- 
liebigen Leitern gegeben (vgl. § 65flf., Band I), sowie die 
Kirchhoffschen Gesetze. 

Multiplizieren wir femer alle Hauptgleichungen mit 

- — -[dv, sodann der Eeihe nach mit X, F, Z, L, M, N, 
471 A 

addieren sie sämtlich und integrieren sie über einen ab- 
geschlossenen Baum, so erhalten wir bei geeigneter Zu- 
sammenfassung : 

+ l(uX + vY+wZ)dv 
\d{MZ-NY) , e(NX-^LZ) , d{LY-MX)] 



AtzäJI 



dx ' 8y ' 8z \ ' 

Das Integral auf der rechten Seite ist das Baumintegral 
über eine Divergenz und kann daher in bekannter Weise in 
ein Oberfiächenintegral verwandelt werden. Sind l, m, n 
die Bichtungskosinusse der Oberflächennormale, so wird 
dies Integral gleich 

-^j[(MZ-NT)l+{NX'--LZ)m + {LY^MX)n]ds. 



} 
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Erstreckt sich der Baum^ über den integriert wird^ so weit, 
daß die Kräfte an seiner Oberfläche überall gleich Null 
sind, so wird die rechte Seite unserer Gleichung gleich Null, 
Das erste Integral der linken Seite stellt aber die Änderung 
der gesamten elektrischen und magnetischen Energie in der 
Zeiteinheit dar, und das zweite Glied ist eine notwendig 
positive Größe, denn es kann auch geschrieben werden 

"|^2 _1_ ^2 _[_ ^2 

— dv. Es sagt daher jetzt unsere Gleichung: 

innerhalb eines Raumes, an dessen Grenzen die 
Kräfte verschwinden, nimmt die elektromagnetische 

Energie in der Zeiteinheit um die Größe j -jrdv not- 
wendig ab, d. h. diese Menge elektromagnetischer Energie 
wird beständig in irgend eine andere Energieform verwandelt. 
Machen wir die mathematisch zulässige Annahme, daß bei dieser 

Energieumwandlung in jedem Baumelement die Menge -y 

umgewandelt wird, und daß die neue Energieform Wärme 
ist, so ist damit das Joule sehe Gesetz ausgesprochen. 

§ 42. Die magnetischen Kräfte stationärer Strome. 

Nachdem wir uns in dieser Weise überzeugt haben, 
daß das ganze Gebiet der Elektrizität und des Magnetismus, 
das wir in allen vorangehenden Kapiteln behandelt haben, 
mit unseren Hauptgleichungen in Übereinstimmung ist, bzw. 
aus diesen Gleichungen selbst hätte abgeleitet werden können, 
kommen wir jetzt dazu, die Gleichungen auf das noch nicht 
untersuchte Gebiet anzuwenden, in welchem elektrische und 
magnetische Kräfte voneinander abhängen. Zunächst sollen 
uns die Gleichungen dazu dienen, um die magnetischen 
Kräfte stationärer elektrischer Ströme zu berechnen. Die 
Bedingung^ daß die Ströme stationär sind, hat zur Folge, 
daß die Differentialquotienten nach der Zeit verschwinden. 
Die zweiten Hauptgleichungen enthalten dann die magne- 
tischen Kräfte nicht mehr und interessieren daher jetzt nicht, 
die ersten dagegen lauten jetzt: 

BN dM 

4:71 Au ^-^ TT— 

oy dz 
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dL dN 



AtiÄv = 

A7tÄW = 



dz dx 
dM dL 



dx dy 

Sehen wir in diesen Gleichungen die w, v, w als ge- 
geben an und die L, M, N als die unbekannten, so haben 
wir die Gleichungen nach diesen Unbekannten aufzulösen^ 
iim die magnetischen Kräfte der gegebenen Stromverteilung 
zu erhalten. Die Aufgabe ist also eine rein mathematische 
Auflösung eines Systems von Differentialgleichungen^ und 
nachdem einmal eine solche Lösung gefunden ist, genügt es, 
durch Einsetzen der Lösung in die Gleichungen die Probe 
auf die Richtigkeit zu machen. Wir haben aber eine Lösung, 
wenn wir die EUlfsgrößen einführen: 

U=f~dv; r^fjdv; W=fjdv 

und dann setzen 

\dx dyl' 

Die Größen Z7, F, W werden die Komponenten des Vektor- 
potentiales der Spörne genannt, und die Größe r bedeutet 
den Abstand des Punktes, für welchen das Vektorpotential 
berechnet wird, von dem Baumelement dv^ in welchem der 
Strom u, V, w besteht. Es ist dann 




dx By dz J \dx dy dzj 

das heißt gleich einem Raumintegral über die Divergenz 

eines Vektors, den wir — schreiben können, wenn wieder i 

r 

die Resultierende von u, v, w ist. Ein solches Raumintegral 

läßt sich aber stets in ein Oberflächenintegral über den 

gleichen Vektor verwandeln, und wenn dann der Raum, über 
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den integriert wird^ das ganze elektromagnetische Feld um- 
fsSt, so sind die Strome an seiner Grenze jedenfalls gleich 
Null, also verschwindet das Oberflachenintegral, und es wird 

eu er ßw^^ 

dx dy dz 

Damit dieser Schluß allgemein gültig ist, ist noch nach- 
zuweisen, daß bei den Integrationen keine unendlich großen 
Glieder auftreten; es folgt dies, wenn wir entwickeln 

Pi^ S^ S^ 

r r ^ _ ^ (^^ _j_ ^^ j_ ^^\ 
dx dy dz~ r\dx dy dz) 

e^ al el 

cx dy dz 

Nun ist aber ^ — |-^ — [-— - = zufolge der Haupt- 
gleichungen, es bleiben also rechts nur die drei letzten 

T 

Glieder stehen. Ein Glied von der Form -i^-dv bleibt aber 

dx 

T X 

auch fiir r = stets unendlich klein, denn es ist -^r— = — j , 

dx r^ 

und, zerlegen wir vom Endpunkt von r aus den Kaum in 

kegelförmige Abschnitte von der Winkelöffnung (o und teüen 

diese in Volumelemente, so wird dv = (or^dr, also 

ai 

— — rft;=r '(odr, 

cx r 

A h. von der Größenordnung codr. Die Gleichung 

dU dV dW^^ 

dx dy dz 

hat also ganz allgemeine Gültigkeit, auch dort, wo die w, v, w 
nicht gleich Null sind; der Vektor U, V, W ist also stets 
solenoidal verteüt. 
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Hiernach ist es jetzt leicht^ zu zeigen^ daß die oben- 
genannten Werte fbr L, My N tatsächlich Losungen der 
Hauptgleichungen siad, denn setzen wir die Werte für 
M und ^ in die erste Hauptgleichung ein, so wird 

A A -a(^!]L ^'^ d'U.d^\ 
Es ist aber 



dx^ dxdy dxdz 
also wird die rechte Seite jetzt gleich 



= 0, 






\dx'^ dy'^ 

Die Größe TJ ist aber ihrer Definition nach genau so gebaut^ 
wie das Potential elektrischer Massen von der Größe u; 
der Vergleich mit den Ableitungen des § 19 Band I zeigt 
daher sofort, daß 

zu setzen ist. Unsere Hauptgleichungen werden also durch 
die angegebenen Lösungen erfüllt. Unter Benutzung der 

Vektorpotentiale und des Symbols A für f^ + ^-1 + 3-? 

können wir die Hauptgleichungen auch schreiben 

4,7iu = — AU] Anv=^ — AV] Anw = — AW. 

§ 43. Potential einer linearen Strombahn. 

Wenden wir jetzt die im vorigen Paragraphen gefundene 
Lösung auf den Fall einer linearen Strombahn an, so sei dq 
der Querschnitt der Strombahn und J die Stromstarke, dann 

ist -r— die Stromdichte, und die Komponenten der Strom- 
dichte sind, wenn dl ein Element der Strombahn ist und 
dafy dify def seine Komponenten, 

J_S^_ JL^t^ jLlf!_ 

dq dl -^^ dq ei ~^^ dq dl ~~^' 
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Da femer dq dl gleich dem Eaamelement dv zu setzen ist^ 
so werden 

ü^f^dx', V=:f^dy', W^j^di^, 

WO jetzt auch das eT* vor das Integralzeichen gesetzt werden kann, 
da in einer geschlossenen Bahn eines stationären Stromes e7 not- 
wendig überall den gleichen Wert haben muß. Die magnetischen 
Kräfte dieser Strombahn sind dann nach dem vorigen Paragraphen 

M=AJ\ \-^dx!--^difj 

N=AJj\£d^-^d^}. 

Ein Vergleich dieser Formeln mit den im § 14 gefundenen 
Werten der Kräfte eines magnetischen Blattes zeigt uns sofort, 
daß die magnetischen Kräfte eines linearen Strom- 
kreises identisch sind mit denjenigen eines magne- 
tischenBlattes, dessenRandkurve mit derStrombahn 
zusammenfällt, wenn die Stärke des Blattes P= AJ ge- 
setzt wird, wo J die in elektrostatischem Maße ge- 
messene Stromstärke ist. Die Polarität des Blattes 
ist so zu legen, daß die Nordseite dort liegt, von wo 
aus gesehen der Strom das Blatt entgegen der Drehung 
des Uhrzeigers umkreist, und es ist dann in der Strom- 
richtung zu integrieren. Alles was dann im § 14 über das 
Potential und die Vieldeutigkeit desselben beim Durchsetzen 
des magnetischen Blattes gesagt ist, läßt sich jetzt ohne 
weiteres auf das Potential einer linearen, geschlossenen 
Strombahn übertragen. Für das Potential einer geschlos- 
senen linearen Strombahn auf einen Punkt haben wir also 
nach § 14 

d0 = r — cos(rw) oder 0=^ — AJ 




106 Neuntes Kapitel. Weiterentwicklung der Theorie. 



wenn n die Nonnale einer die Strombahn enthaltenden Flache 
ist; in der Richtung der magnetischen Elraftlinien gemessen^ 
und dS ein Element der Flache ist, und die Integration über 
den ganzen von der Strombahn umschlossenen Teü der Fläche 
erstreckt wird. 

Eine Probe auf die Richtigkeit unserer Formeln erhalten 
wir, wenn wir dieselben auf eine unendlich lange, gerade 
Strombahn anwenden; wir müssen dann zu dem Biot- 
Savartschen Gesetz kommen. Wir nehmen dazu die 
Strombahn in der X-Achse liegend an und den Punkt P, 
für welchen die Kraft bestimmt werden soll, in der IT- Achse. 

y 







X 



^X 



Dann wird 



Fig. 21. 



und N=-AJ 




-^lu 



docf. 



Führen wir jetzt den Winkel oi (siehe Fig. 21) als 
Variable ein, so ist 

^ und a/=ytg(x; d^-y-^^y 



cosa 
folglich wird 



+. 



AT ^J[ ^ 

iV= — / cosÄ a(x = 

y J 



2ÄJ 



y 



Dies ist aber der genaue Ausdruck für das Biot-Savart- 
sche Gesetz, wie es in § 35 und 38 formuliert wurde; eT' ist die 
elektrostatisch, ÄJ^e elektromagnetisch gemesseneStromstarke. 
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§ 44. Die an einer Strombahn angreifenden pondero- 
motorischen Kräfte. 

Dem Ausdrucke für das Potential einer linearen Strom- 

bahn ^ = — ÄJj -K—dS läßt sich jetzt noch eine andere 

Deutung geben. Rechnen wir nämlich r und n beide in 
entgegengesetzter Sichtung wie in den vorigen Paragraphen^ 
so wird dadurch an V nichts geändert; es bedeutet dann aber 

— -^ — die Intensität der Komponenten in der n-Richtung 

von der magnetischen Kraft, die eine in P befindliche Ein- 
heit von Nordmagnetismus hervorrufen würde. Demnach ist 

— -;: — dS die Zahl der das Flächenelement dS durchsetzenden, 
cn 

von P ausgehenden Kraftlinien^ und das Potential selbst hat 
die Bedeutung, daß es die mit AJ multiplizierte Zahl der 
Kraftlinien darstellt^ die ein Einheitspol von P aus durch 
die Stromkurve sendet. Nun ist stets der Unterschied der 
Potentialwerte (Pg ~ ^i ^ tsr^\ Punkten P^ und Pg gleich 
der Arbeit, die geleistet wird, wenn der Angriffspunkt der 
Kraft von P^ nach Pg bewegt wird; diese Arbeit wird 
also durch die mit AJ multiplizierte Zahl der von Pg aus- 
gehenden Kraftlinien gemessen, vermindert um die von P^ aus- 
gehenden ElrafÜinien. Da aber Wirkung und Gegenwirkung 
einander gleich sein müssen, so muß auch die Arbeit, die 
die Strombahn an dem sich bewegenden Magnetpol leistet, 
gleich der Arbeit sein, die geleistet wird, wenn der Magnet- 
pol feststeht, und dafür die Strombahn das gleiche Stück in 
entgegengesetzter Bichtimg verschoben wird. Bewegt sich 
also eine Strombahn im Felde eines Magnetpoles, 
so ist die dabei von den magnetischen Kräften ge- 
leistete Arbeit gleich dem J.J'fachen Überschuß der 
Zahl der austretenden Kraftlinien über die ein- 
tretenden, wenn die Kraftlinien des Magnetfeldes 
beim Durchdringen der Fläche der Strombahn mit 
der Stromrichtung eine Linksschraube bilden. Sind 
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umgekehrt die Kraftlinien des Magnetfeldes mit denjenigen 
der Strombahn in der Stromflache gleichgerichtet^ so leisten 
die magnetischen Kräfte Arbeit entsprechend dem Überschuß 
der Zahl der eintretenden über die austretenden Kraftlinien» 
Da nun magnetische Wirkimgen, die aus verschiedenen 
Quellen stammen, sich jederzeit einfach superponieren, so 
muß der Satz in der zuletzt ausgesprochenen Form auch 
für ein ganz beliebiges Magnetfeld gelten, das stets 
als Ubereinanderlagerung der Felder einer bestimmten Ver- 
teilung von Einheitspolen angesehen werden kann. In dem 

Ausdruck für = + ÄJ J -^r—dS wird dann das Flächen- 

- J dn 

integral der magnetischen Kraft des gegebenen Magnetfeldes 

öl 

einzusetzen sein. An die Stelle von -^ — tritt also [Lcos(nx) 

+ Mco8(ny) + Ncoa(n0)], und, wenn derKraftfluJß durch die 
von der Strombahn umschlungene Fläche mit der Strom- 
richtung eine Rechtsschraube bildet, werden wir das + Zeichen 
zu setzen haben, also wird 

0^ÄJj[L cos(nx) + M cos {ny) + ^cos(n;8f)] dS. 

Es berechnet sich also die Arbeit, die die magnetischen 
Kräfte irgend eines Magnetfeldes leisten, wenn sich eine 
Strombahn in demselben bewegt, indem man für die von 
den einzelnen Stromelementen bestrichenen Flächen den 
Kraftfluß bestinmit und diese sämtlich algebraisch addiert 
und die Summe mit ÄJ multipliziert. Unter diesen Ver- 
hältnissen ist es eine mathematisch zulässige Annahme, die 
einzelnen Sunmianden in dieser Gesamtarbeit als die Arbeit 
anzusehen, die an den einzelnen Stromelementen geleistet 
wird. Danach würde die von einem Stromelement geleistete 
Arbeit gleich dem Kraftfluß durch die vom Stromelement 
bestrichene Fläche sein, multipliziert mit ÄJ, Dieser Kraft- 
fluJß ist aber gleich der zur Fläche senkrechten Kompo- 
nente af der Kraft H des Magnetfeldes, multipliziert mit dem 
Inhalt der Fläche; der Inhalt der Fläche ist gleich dem 
Stromelement dl, multipliziert mit der zu dl senkrechten 
Komponente der Verschiebung d]/. Die Arbeit ist also 
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gleich AJH^dldp'. Diese Arbeit ist offenbar am größten, 
wenn die Kraft H schon senkrecht zu dl und dp, und ebenso 
die Verschiebung senkrecht zu dl steht. Das heißt aber, 
eine magnetische Kraft ^greift ein Stromelement ä^ 
so an, daß es dasselbe in einer Bichtung senkrecht 
zu der Ebene Hdl fortzubewegen strebt; die Größe 
dieser Kraft ist, wenn e der Winkel zwischen H und dl 
ist, gleich ÄJHdlsme, und die Richtung ist so ge- 
legen, daß die Stromrichtung, die magnetische und 
die ponderomotorische Kraft ein Bechtsschrauben- 
system bilden. Die Zulässigkeit einer derartigen Zerlegung 
-der an einer Strombahn durch ein Magnetfeld geleisteten 
•Gesamtarbeit und die daraus geschlossene an einem Strom- 
•element angreifende ponderomotorische Kraft wird in der 
Tat durch das im § 37 genannte dritte Erfahrungsgesetz 
vollkommen bestätigt; unsere AbleituDg bestimmt vollständig 
die Größe dieser Kraft. 

Wir können wieder eine Probe auf die Dichtigkeit 
dieser Ableitung machen, indem wir beachten, daß die von 
•einem Magnetpol auf ein Stromelement ausgeübte Kraft 
nach dem Prinzip der Gegenwirkung entgegengesetzt gleich 
der von dem Stromelement auf den Pol ausgeübten Kraft 
sein muß. Letztere finden wir aber aus der am Ende des 
vorigen Paragraphen abgeleiteten Wirkung einer geraden 

Strombahn. Dort ergab sich N=äjI ——dx^. Machen 

wir hier von der mathematisch zulässigen Anuahme Ge- 
brauch, daß die Wirkung der Elemente dem unter dem 
Integralzeichen stehenden Differential entspricht, so wird die 

Wirkung des Elementes gleich ÄJ~ — daf, daf war aber 

1 V TT 

das Stromelement, und — — entspricht in diesem Falle ge- 
nau dem fi"sinc. Auch die Richtung ergibt sich nach dem 
Biot-Savartschen Gesetz der jetzt gefundenen entgegen- 
gesetzt. 

^ 45. Beziehung zwischen Linien- und Fläehenintegralen. 

Nachdem wir die Wirkung eines Feldes auf eine Strom- 
bahn gefunden haben, können wir das Ergebnis auf den 
Fall anwenden, daß das Magnetfeld von einer andern line- 
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aren Strombahn selbst erzeugt ist. Bevor jedoch diese Ent- 
wicklung gegeben werden kann, muß ein mathematischer 
Hilfssatz über eine Beziehung zwischen Flächen- und Linien- 
integralen abgeleitet werden. Sind oc^ß^y die Komponenten 
eines beliebigen, aber stetig verteilten Vektors jP, und dx, 
dy, dz die Komponenten eines Linienelementes dly so ist 

lFcos{Fl)dl=f{(x ^ + ß ll+y ^yi=f(ocdx+ßdy+yd0) 





dx 



-X 



Fig. 22. 



das Linienintegral des Vektors F über die Linie l. Ist dann l 
eine geschlossene Kurve, so kann dies Linienintegral stets 
in ein Integral über eine beKebige von der Kurve imigrenzte 
Fläche verwandelt werden. Um dies zu zeigen, nehmen wir 
zunächst an, die Kurve liege ganz in der XZ-Ebene (Fig. 22); 
dann hat das Linienintegral die Form |(a dx-^ßdy). Beim 
Integrieren soll die Kurve im Sinne des Uhrzeigers umlaufen 
werden, wenn man in der B.ichtung der Z- Achse blickt. Es 
kommt dann beim Berechnen des Integrals j(x dx jedes dx 
zweimal vor, einmal positiv und einmal negativ; nennen wir 
die zugehörigen Werte von (x bzw. (x^ mid (x^y so wird 
jadx^ !{(Ki — (x^dXy wo jetzt dx nur noch einmal zu 
nehmen ist (X^ — (x^ läßt sich aber auch schreiben (x^ — (x^ 

dy. Verwandeln wir auch jßdy in entsprechender 



-fi 



dy 



§ 45. Beziehung zwischen Linien- und Flftchenintegralen. Hl 
Weise, so erhalten wir: 

WO jetzt über die ganze von der Kurve umschlossene Fläche 
zu integrieren ist Nehmen wir jetzt an, unsere Kurve bilde 
ein Dreieck, dessen Ecken auf den Koordinatenachsen liegen 
in ABC (siehe Fig. 23), so können wir den Wert des Linien- 
integrals für das Dreieck ABC erhalten, indem wir die drei 




Fig. 23. 

Linienintegrale über ABO, BCO und CAO addieren, denn 
bei der Summation dieser drei Integrale fallen offenbar die 
Integrationen über die Strecken OA, OB, OC wieder heraus, 
da sie zweimal mit entgegengesetzten Zeichen auftreten. Die 
Linienintegrale über die drei in den Koordinatenebenen 
liegenden Dreiecke lassen sich nach dem vorigen aber durch 
Flächenintegrale darstellen, und wir erhalten 



ABC 



dx + ßdy + yd0)- 



J \dx dy) 

ABO 



dxdy 



BCO CAO 
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Bezeichnen wir noch die Dreieckfläche ABC mit dSy und 
mit If m, n die Richtungskosinusse der Normalen von dS, 
gerechnet in der Richtung von durch dS hindurch, so 
daß eine Umdrehung im Sinne der Integration eine Rechts- 
schraube im Sinne votx n vorbewegen würde, so ist 

BCO^ldS; CÄO^mdS; ÄBO = ndS, 

und beschränken wir uns auf ein unendlich kleines Flächen- 
element AB C, so können wir innerhalb der kleinen Flächen 
IdS, mdS, ndS die unter den Integrationszeichen stehenden 
Größen als konstant ansehen und vor das Integrationszeichen 
setzen. Dann wird aber 

{(xdx + ßdy + ydg) 

-K|-ll)+-(l?-fe)+«(t-lf)]-- 

Diese Umwandlung gilt also für jedes über eine unend- 
lich kleine Dreiecksfläche zu erstreckende Linienintegral. Soll 
nun ein Linienintegral über eine beliebige geschlossene Kurve 
genommen werden, so kann man stets durch die Kurve ii^end 
eine Fläche legen und diese in Elementardreiecke zerteilen. 
Die Summe aller in gleichem Sinne über die Elementardrei- 
ecke zu nehmenden Linienintegrale ergibt dann offenbar das 
gesuchte Linienintegral. Wir erhalten daher ganz aUgemein 

I {(xdx + ßdy + y dz) 

§ 46. Potential zweier linearer Strome anfeinander. 

Haben wir jetzt zwei Stromkreise, denen die Werte zu- 
kommen J, dl, n, L, My N, U, F, W bzw. J', dl\ n', L', 
M% N% U', F, W, so ist die Arbeit, die bei Ver- 
schiebung des zweiten Stromkreises geleistet wird, gleich 
AJ^msl der Änderung des Kraftflusses, den der erste Strom- 
kreis durch den zweiten sendet. Dieser mit AJ' multi- 
plizierte Eraftfluß ist aber gleich 

<p = AJ'j[L co^in'x) + Jf cos(n'^) -|- iV^cos(n'j»)] dS\ 
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Das positive Vorzeichen bedeutet hierbei, daß der von 
J durch 8' gesandte Kraftfluß mit der Eichtung von J' eine 
Bechtsschraube bUdet (vgl § 44, wo das entgegengesetzte 
angenommen war). 

Durch Einsetzen der bekannten Werte für Zr, My N 
wird hieraus 






dS' 



so wird 



Durch AnwendoDg des im vorigen Paragraphen ab- 
geleiteten Satzes wird dann 

= A^J'j{ JJd3f-\- Vdif + Wdi^) 
oder 

= A^J'j[ü<Ms(l'x)+ Voo&{l'y)+ WcoB{Vz)]dV. 

Setzen wir jetzt noch die Werte ein 

U^jj'^, V=jß, ^-"^ß' 
= Ä^JJ' ff ^^ 008(^0?) + dy cos (Vy) + dz cos(y^) ^^, 

_ j2Tr f f^^^ ^^^ ^^^ ^^'^^ "^ <^Q8(^y) cos(?v) + cos {I0) coBjrz) ,,^^ 

oder schließlich 

= Ä^JJ'ff^dldV, 

wenn e der Winkel zwischen dl und dV ist. Die Integra- 
tion ist hier zweimal auszuführen, einmal über alle Elemente 
der einen Strombahn und dann über die Elemente der andern. 
Dieser Ausdruck ist jetzt völlig symmetrisch für beide 
Ströme und heißt das Potential der beiden Ströme 
aufeinander. Die Änderung des Wertes dieses 
Potentials mißt die bei Verschiebung des einen 
Stromes gegen den andern zu leistende Arbeit. Das 
positive Vorzeichen gilt, wenn der von dem einen Strom- 
kreis herrührende Kraftfluß beim Durchtritt durch die Fläche 

Classen, Theorie der Elektrizit&t und des Magnetismus. IL 8 
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des andern, mit dem von letzterem herrührenden Kraftfluß 
gleichgerichtet ist; nach § 44 wird in diesem Falle von 
den magnetischen Kräften Arbeit geleistet, wenn die Große 
des die eine Strombahn durchsetzenden Kraftflusses zu- 
nimmt, wenn also auch der Wert des Potentials (P zunimmt. 
Wir sehen also, daß die Bedeutung des Ausdrucks „Potential 
der beiden Ströme aufeinander'^ durchaus ein anderer ist, 
wie der in der Elektrostatik gebrauchte Begriff Potential; 
denn die durch die magnetischen Kräfte bewirkte Bewegung 
erfolgt in diesem Falle in dem Sinne, daß $ zunimmt, und 




nicht, wie in der Elektrostatik, in der Richtung des ab- 
nehmenden F. 

Sind beide Strombahnen Kreise und parallel gestellt 
(s. Fig. 24), und zeichnen wir die Kraftlüiien der einen Strom- 
bahn, so läßt eine einfache Anwendung der in § 44 ge- 
gebenen Regeln erkennen, daß die parallelen Ströme 
sich anziehen; bei der Annäherung der Strombahnen an- 
einander wird aber der Wert von offenbar größer, da 
alle r kleiner werden. Die Größe der bei einer solchen 
Verschiebung geleisteten Arbeit ist dabei numerisch gleich 
der Änderung von (P, denn diese Änderung ist eben das 
Maß für die Zahl der neu eingetretenen Ej-afdinien. 

Der Grund, weshalb die von den magnetischen Kräften 
geleistete Arbeit zwar numerisch, aber nicht dem Vor- 
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zeichen nach mit der Änderung des Potentials überein- 
stimmt, wird aus den Ableitungen über die potentielle 
Energie des elektromagnetischen Feldes in § 49 deutlich 
werden. 

Wir konnten nun auch noch, ebenso wie wir die 
Wechselwirkung zwischen einer Strombahn und einem 
Magnetfeld auf die Wirkung des Feldes auf die Elemente 
zurückführten, jetzt die Wechselwirkung zweier Strombahnen 
aufeinander mathematisch in die Wirkung je zweier Strom- 
elemente aufeinander auflösen. Allein wahrend es nach unseren 
Anschauungen noch einen sehr deutlichen Sinn hat, von der 
Wirkung eines Magnetfeldes auf ein Stromelement zu 
sprechen, weil eben nur der Teil des Feldes in Betracht 
kommt, in welchem das Element sich befindet, so hat es, 
nachdem es einmal experimentell festgestellt ist, daß die 
magnetischen Elräfte sich mit einer endlichen Geschwindig- 
keit im Baume fortpflanzen, keinen physikalischen Sinn mehr, 
von der Kraft zwischen zwei Stromelementen zu sprechen. 
Da es sich hier notwendig um eine Wirkung in die Feme 
handelt, so existiert die in dem einen Element herrschende 
Stromstärke mit der von ihr nach dem andern Element 
übertragenen Kraft nicht mehr gleichzeitig. Die Zurück- 
führung auf Wirkungen der Elemente aufeinander hat daher, 
von so großer Bedeutung sie auch in der historischen Ent- 
wicklung der Wissenschaft gewesen ist, gegenwärtig nur 
noch mathematisches Interesse, und da sie ohnehin sich 
nicht eindeutig durchfuhren läßt, sondern zu sehr ver- 
schiedenen Elementargesetzen nach Ampere, Graßmann, 
Clausius, Biemann usw. fuhren kann, so soll sie hier 
ganz übergangen werden. 

Eine andere Umformung des Ausdrucks für das Po- 
tential zweier Strome aufeinander soll jedoch noch gegeben 
werden, durch welche dasselbe auf beliebig viele Ströme 
ausgedehnt werden kann. Kehren wir wieder zu den Strom- 
dichten i, mit den Komponenten u, v, w zurück, so ist, 
wenn dq der Querschnitt einer Strombahn ist 

J^idqy J'^Vdily dg^dV=-di/y dqdl = dv; 

u =ico8{lx), V =^ico8{ly)f w =ico8(Z;8?); 

u' = i' cos {l'x) , v' = i' cos (Ify) , v/ = i' cos (Ifz) . 

8* 
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Durch Einsetzen dieser Werte erhalten wir: 

' ■ dv dxf . 



*=^'F 



Es verdient schließlich noch besondere Beachtung^ daß 
in den Ausdrücken für die magnetischen Kräfte stationärer 
Strombahnen weder die Dielektrizitätskonstanten noch die 
Permeabilität der Madien des Feldes auftritt; es rührt dies 
daher, daß in den betreffenden Hauptgleichungen^ aus denen 
unsere Formeln hergeleitet wurden, diese Konstanten fehlten. 
Es müssen also die magnetischen Kräfte stationärer 
Ströme völlig unabhängig sein von der Natur der 
Medien des Feldes. Dies trifft auch völlig zu, wenn das 
ganze Feld aus dem gleichen Material besteht, z. B. ganz 
aus Lufb oder ganz aus Eisen; in beiden Fällen sind die 
Kräfte genau £e gleichen. Dagegen rufen natürlich diese 
gleichen Kräfte in diesen beiden Fällen sehr verschiedene 
magnetische Induktionen hervor. Wenn das Feld aus ver- 
schiedenem Material, z. B. teils aus Luft und teils aus 
Eisen besteht, so ist unsere Folgerung auch dann noch 
völlig richtig, daß die Kräfte der Strombahnen von dem 
Material des Feldes nicht beeinflußt werden, aber in diesem 
Falle rufen die magnetischen Ki*äfte der Ströme an den 
Grenzflächen zwischen Luft und Eisen freie Magnetismen 
hervor, und von diesen gehen neue magnetische Kräfte aus; 
diese lagern sich über das durch die Ströme bewirkte Feld 
über, so daß in der Tat in diesem Falle das schließlich 
resultierende Feld ganz wesentlich gegenüber dem einfachen 
Feld der Ströme geändert sein kann. Dies alles gilt jedoch 
nur, wenn es sich um die Verteilung der Kraftlinien im 
Felde und um die Anzahl der Kraftlinien pro Quadratcenti- 
meter, also die Feldstärke, die eine Strombahn im Felde er- 
zeugt, handelt; zur Berechnung dieser Feldstärke ist in der 
Tat die Permeabilität nicht zu berücksichtigen. Anders liegt 
die Sache aber, wenn es sich mn die Bestimmung der Arbeits- 
leistung bei Bewegung der Strombahn im Felde handelt. Die 
Ableitung, die zur Berechnung dieser Arbeit führte, ging von 
dem Potential einer Strombahn auf einen Magnetpol aus und 
knüpfte an Betrachtungen der reinen Femwirkungslehre an, bei 
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welcher freier und wahrer Magnetismus nicht unterschieden 
wird. Denken wir uns jetzt die Strombahn mit dem Pol in 
ein Medium von der Permeabilität /x getaucht, und wir haben 
wieder einen Einheitspol von freiem Magnetismus, so enthält 
dieser jetzt fju wahre Magnetismuseinheiten (vgl. Band I, § 26), 
und dementeprechend wird auch jetzt die Arbeit bei Verschie- 
bung des Poles die /x fache. Ebenso folgt, daß zwar die 
Zahl der Kraftlinien einer Strombahn von /x unabhängig 
ist, daß aber die Arbeit bei Verschiebung einer Strombahn 
gleich dem /ifachen der Änderung des Kraftlinienflusses 
durch die Strombahn, oder gleich der Änderung des Induk- 
tionsflusses ist Bei allen Berechnungen des Arbeitswertes 
ist also den oben gefundenen Ausdrücken genau genonmien 
stets noch der Faktor fju hinzuzufügen; praktisch spielt das 
allerdings kaum je eine Rolle, da man es wohl stets mit 
Bewegungen in einem Medium zu tun hat, in dem /i = l 
gesetzt werden kann. Es ist dies Verhältnis im übrigen 
das genaue Analogen dazu, daß die magnetische Energie im 
Volumelement nach § 24 durch BH oder durch fiH^ und 
nicht durch H'^ allein gemessen wird. 

§ 47. Die induzierten elektriselieii Kräfte. 

Die magnetischen Kräfte elektrischer Ströme ließen 
sich aus den ersten Hauptgleichungen herleiten, entsprechend 
werden sich jetzt aus den zweiten Hauptgleichungen die 
elektrischen Kräfte magnetischer Ströme ergeben. Wir 
könnten die Aufgabe mathematisch genau analog behandeln, 
indem wir die zweiten Hauptgleichungen nach den Xy Y, 
Z auflösen. Durch Benutzung der Komponenten der mag- 
netischen Stromdichte und Bildung der Vektorpotentiale 
dieser Komponenten würden wir die Lösung in der gleichen 
Form wie vordem erhalten. Eine derartige Lösung föhrt 
aber in diesem Fall nicht unmittelbar zu praktisch ver- 
wendbaren Ergebnissen, denn die einzelnen elektrischen In- 
duktionskräfte sind stets viel zu gering, um beobachtet zu 
werden. Es hat dies seinen Grund in der Besonderheit des 
magnetischen Stromes, der nicht als kontinuierlicher Strom 
bestehen kann, sondern nur als schnell verlaufende Ände- 
rung einer magnetischen Induktion innerhalb ziemlich enger 
Grenzen existiert. Um die entsprechenden elektrischen Er- 
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scheinungen wahrzunehmen, beobachten wir daher stets so^ 
daß wir den Kräften die Möglichkeit geben, sich längs aus- 
gedehnter Strecken zu summieren; d. h. wir beobachten im 
allgemeinen nur das Linienintegral der elektrischen Kraft 
längs einer ausgedehnteren geschlossenen Leitimgsbahn, also 
die Größe j{Xdx+Tdy + Zdz)f genommen über eine be- 
stimmte geschlossene Kurve. Der Wert dieses Ausdrucks 
läßt sich aber direkt aus den Hauptgleichungen erhalten, 
ohne vorangehende vollständige Auflösung derselben. Wir 
verwandeln dazu das Linienintegral nach § 45 in das 
Flächenintegral 

wo die Flächennormale n und die Integrationsrichtung wieder, 
wie in § 45, so zu wählen sind, daß, wenn man in der 
Richtung von n blickt, die Integrationsrichtung im Sinne 
des Uhrzeigers erfolgt. Unter Hinblick auf die Haupt- 
gleichungen wird hieraus 

— A-^lfi [LQOB{nx) + Jf cos(ny) + NGOB[nz)] dS. 

Der Integralwert stellt jetzt den FluJß der magnetischen 
Induktion durch die Fläche 8 dar, und unsere Formel sagt 
aus, daß die Änderung des Induktionsflusses durch 
eine geschlossene Kurve hindurch, bezogen auf die 
Zeiteinheit und noch multipliziert mit Ä, numerisch 
gleich dem Linienintegral der durch diese Ände- 
rung erzeugten elektromotorischen Kraft über die 
Kurve ist. Dies ist der vollständige mathematische Aus- 
druck ffir das Faradaysche Gesetz. Das negative Vor- 
zeichen unserer Formel bedeutet, daß der durch die 
elektromotorische Kraft bewirkte Strom stets ein 
magnetisches Feld besitzt, welches der Änderung 
des Induktionsflusses entgegengesetzt ist. Dies ist 
das Gesetz von Lenz, das sich auch so aussprechen läßt: 
Die induzierten elektrischen Ströme wirken stets 
so, daß sie der Änderung des Magnetfeldes, durch 
welche sie hervorgerufen werden, entgegenwirken, 
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gleichgültige ob diese Änderung durch Yerschiebang von 
Magneten oder Strombahnen^ oder durch Änderung von 
Stromintensitäten bewirkt wird. 

Beschränken wir uns jetzt auf den praktisch wichtigsten 
Fall, daß die Permeabilität fi innerhalb der ganzen Mache S 
den gleichen Wert hat^ so kann fi vor das Integralzeichen 
gesetzt werden, und das Integral hat dann genau die gleiche 
Form, wie es auch in dem Ausdruck für das Potential eines 
Magnetfeldes auf eine Strombahn sowie zweier Strome auf- 
einander auftritt; wir können daher auch genau die gleichen 
Betrachtungen wie dort an dasselbe knüpfen. Handelt es 
sich um die Wirkung eines Feldes auf eine Strombahn, so 
ist es mathematisch zulässig und verträgt sich auch mit den 
physikalischen Vorstellungen, die Gesamtwirkung als die 
Summe der Wirkungen auf die einzelnen Elemente anzusehen. 
Die Änderung des Gesamtflusses durch die Strombahn läßt 
sich dann aber wieder als die Differenz der aus- und ein- 
tretenden Induktionslinien ansehen, und die in jedem Bahn- 
element induzierte elektromotorische Kraft ist 
gleich dem Induktionsfluß durch die vom Bahn- 
element bestrichene Fläche. Bezeichnen wir wieder den 
Winkel, unter welchem das Bahnelement dl und die In- 
duktionslinie B sich schneiden, mit e und die Geschwindig- 
keitskomponente der relativen Bewegung beider gegeneinander 

in der Bichtung senkrecht zu B und dl mit -^, so wird 

infolge der relativen Bewegung zwischen Bahnelement und 

Induktionslinie in ersterem eine elektromotorische Kraft 

df) 
induziert, deren Größe gleich AB dlmie-^ \Bi] die Richtung 

dieser elektrischen Kraft bestimmt sich durch die Regel, 
daß jetzt die elektrische Kraft, die magnetische 
Kraft und die Bewegung des Bahnelementes eine 
Linksschraube bilden müssen. 

§ 48. Induktion zwischen linearen Strömen. 

Haben wir zwei lineare Ströme J und J', so läßt sich 
der Kraftfluß durch J' umwandeln nach § 46, so daß 

Äf[Lcos{n'x)+Mcos{n'y)+NcoB(n'ss)]dS'^A^jf^dldr, 
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schreiben wir dann zur Abkürzung 
fcoee 



t- 



r ' 



so Y^rd das Linienintegral der induzierten^ elektrischen 
Kraft über die Strombahn J"', wenn beide Strombahnen ihre 
Lage unverändert gegeneinander beibehalten, gleich 

Wird dagegen J konstant gehalten, dafür die relative 
Lage beider Ströme gegeneinander geändert, so wird 

Wird beides zugleich geändert, so erhalten wir 

dPJ 



^-^'+^"-^>(^^+^ = ^>" 



dt 



Diese Formeln gelten ganz allgemein für jede beliebige 
Lage beider Strombahnen gegeneinander, nur muß das fi 
in dem ganzen Medium, das von den Strombahnen um* 
schlungen wird, konstant sein; die Formehi müssen daher 
auch ihre Gültigkeit behalten, wenn die beiden Strombahnen 
zusammenfallen. Es ruft also auch ein Strom durch 
seine Änderung in seiner eigenen Strombahn eine 
elektromotorische Kraft hervor, deren Größe sich be- 
rechnet, indem man den Ausdruck P= / cose für die 

eine Strombahn allein bestimmt. Bei dieser Litegration ist 
dann offenbar jedes Element dl einmal als induzierendes zu 
rechnen und über alle andern als induzierte zu integrieren, 
und dann ist das gleiche Element dl noch als induziertes 
zu behandeln und über die andern als induzierende zu inte- 
grieren. Bei der vollständigen Ausrechnung kommt also, 
wegen der Synmietrie zwischen induzierenden und induzierten 
Elementen jedes Glied zweimal vor. Man nennt die auf 
diese Weise berechnete Größe ßiP den Koeffizienten der 
Selbstinduktion und P allein das Selbstpotential des 
Stromes. Bei der vollständigen Bestimmung der in einer 
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Strombahn auftretenden elektromotorlBchen Kraft ist diese 
Induktion des Stromes auf sich selbst stets mit zu berück- 
sichtigen und wir haben daher zu den oben gegebenen 
Werten für die Induktion zweier Ströme noch eine ent- 
sprechende Ergänzung hinzuzufügen. Diese gestaltet sich 
folgendermaßen : 

Sind Ji und J.^ die beiden Ströme, so seien P^ und P^ 
die entsprechenden Selbstpotentiale und "P^^ das Potential 
des einen Stromes auf den andern; /^P^g heißt dann der 
Koeffizient der gegenseitigen Induktion. Findet 
eine Lageänderung der Bahnen nicht statt, so ist die ge- 
samte in der Strombahn J^ induzierte elektromotorische 
Kraft gleich 



^.-M'(P.§+P..§) 



und die in J^ auftretende Kraft ist: 



^-M-iPu^+i'.ö). 



Tritt auch eine Lageänderung der Bahnen ein, so haben 
an Stelle dieser Ausdrücke die vollständigeren einzutreten. 

§ 49. Energie eines Systems yon Strömen. 

Über die Bedeutung des Auftretens des gleichen Potential- 
ausdrucks sowohl bei der ponderomotorischen Kjraft der 
Ströme aufeinander als auch bei den Induktionswirkungen 
erhalten wir tieferen Aufschluß, wenn wir jetzt auf die 
Energiebeziehungen im elektromagnetischen Felde eingehen. 
Da es nach Maxwellscher Auffassung gleichgültig ist, wel- 
chen Ursprung die an irgend einer Stelle wirksamen mag- 
netischen Kräfte haben, ob sie elektrischen Strömen oder 
freien Magnetismen ihr Dasein verdanken, so können wir 
ohne weiteres den in § 24 abgeleiteten Ausdruck für die 
magnetische Energie auch auf das elektromagnetische Feld 
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übertragen. Wir erhalten daher für die magnetische Energie: 

O 71 J O JlJ O 71 J 

WO über den ganzen Raum zu integrieren ist, und /i als 
konstant angenommen ist. Die Kraft L, M, N kann nun 
zum Teil von elektrischen Strömen, zum Teil auch von freien 
Magnetismen herrühren. Im ersteren Falle kann gesetzt werden 

in letzterem Falle ist 

^=-J^' ^==-J^'' ^=-^' 

wenn W das Potential der freien Magnetismen ist. Er- 
setzen wir jetzt in dem Ausdruck für T das eine Mal die 
magnetische Kraft durch obige Werte, so wird 

87tJ i \8i/ dz Aöxl \d0 ex Acyl 

In diesem Ausdruck kann jetzt jedes Integral für sich 
durch partielle Integration umgewandelt werden, denn es ist 

Formen wir in dieser Weise sämtliche Integrale um, 
so führen die letzten der rechtsstehenden Integrale, da 
dv = dxdydz ist, zu Oberflächenintegralen über Größen 
von der Form LW, 

Da aber die Kräfte an den Grenzen des Baumes, über 
den integriert wird, verschwinden, so fallen diese Ober- 
flächenintegrale fort, und es wird 
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oder im Hinblick auf die ersten Hauptgleichungen, und wenn 
m die Menge des freien Magnetiamus ist 

oder durch Eiasetzen der Werte für U, V, W 

In dem ersten Integral ist jedes Volumelement v^eder 
in zweifacher Weise zu nehmen^ einmal als von i durch- 
strömt und das zweite Mal von i^ durchströmt^ so daß bei 
der Berechnung jede Kombination von zwei Volumelementen 
zweimal vorkommt. 

Der Sinn dieser Formel läßt sich am besten über- 
sehen^ wenn wir uns zunächst auf den Fall beschranken, 
daß wir es mit zwei linearen Strombahnen, J^ und J^, zu 
tun haben, ohne daß freie Magnetismen vorhanden sind. 
Wir erhalten dann wieder 

alal . 



^^f^ß 



Das Integral läßt sich dann als aus drei getrennten 
Teilen bestehend ansehen; der erste Teil enthalt die In- 
tegration nur über die Elemente von J^, der zweite je ein 
Element von J^ und eins von J^ und der dritte Teil nur 
Elemente von J2 • Die Stromstärken können dann, weü sie 
in der ganzen Strombahn konstant sind, vor das Integral- 
zeichen gesetzt werden, und wenn wir dann wieder die Ab- 
kürzungen Pi, Pia, P2 wie im vorigen Paragraphen be- 
nutzen, so wird: 

Die Energie ist eine homogene quadratische 
Funktion der Stromstärken. Daß hier das Mittelglied 
den Faktor 2 erhalten hat, ist aus Symmetrieverhältnissen 
mit bekannten Formeln geschehen und hat zur Folge, daß 
wir wohl in P^ und P^ die Integration, wie schon wieder- 
holt hervorgehoben, so zu rechnen haben, daß jede Kom- 
bination dldV doppelt vorkommt; in P^g kommt dagegen 
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jede Kombination nur einmal vor. Physikalisch hat das 
den Sinn^ daß P12 nur das Potential von J^ auf J^y oder 
von JTg auf Ji bedeutet; erst 2P^^ bedeutet das Potential 
beider Ströme aufeinander. 

Nachdem wir diesen Ausdruck haben^ ist es jetzt 
leicht zu übersehen^ was es bedeutet^ wenn durch Änderung 
der Stromstärken und der Lagen der Stromkreise dieser Wert 
der Energie sich ändert. Durch Diflferentiation erhalten wir: 

In Hinblick auf das in den Paragraphen 46 und 48 
abgeleitete wird hieraus aber 

Die Bichtigkeit der beiden ersten Glieder auf der 
rechten Seite ist ohne weiteres zu erkennen; bezüglich des 
dritten Gliedes ist zu beachten, daß im § 46 das Doppel- 
integral in dem Ausdruck für <& nur dem Kraftfluß ent- 
sprechen soll, den der eine Strom durch die Strombahn des 
andern sendet, also sind dort unter dem Integralzeichen 
keine Kombinationen doppelt vorhanden. Bezüglich des 
Faktors /i gilt das am Schluß von § 46 Gesagte. Es stellt 

daher jetzt -^ numerisch die Gesamtarbeit dar, die von 

den magnetischen Kräften geleistet wird, wenn die Strom- 
bahnen sich bewegen; und zwar das erste und letzte Glied 

von -^ ist die Arbeit bei Verbiegung der Bahnen von J^ 
dt 

und J2 in sich, und das Mittelglied die Arbeit bei der 
relativen Bewegung beider gegeneinander. Den Sinn der 
ersten beiden Glieder auf der rechten Seite unserer Gleichung, 
der Glieder von der Form EJ, erkennen wir folgender- 
maßen. Wird eine Strombahn mit dem Widerstand r vom 
Strom J durchflössen, so wird in ihr nach dem Jouleschen 
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Gesetz die Wärmemenge rJ^ entwickelt, und gleichzeitig 

gilt das Ohmsche Gesetz^ wonach J=— ist^ wenn e die 

elektromotorische Kraüb ist, die den Strom J erzeugt, in 
unserem Falle, also etwa die Kraft eines galvanischen Ele- 
mentes. Als Äquivalent fiir die frei werdende Wärme wird 
im Element chemische Energie gebunden von der Größe eJ. 
Wird nun die elektromagnetische Energie T des Systems 
geändert^ dadurch daß die Strombahnen gegeneinander ver- 
schoben werden, oder daß die Ströme sich ändern, so tritt 
während dieser Änderung eine elektromotorische Kraft E 
auf, die bei zunehmender elektromagnetischer Energie nach 

dem Gesetz von Lenz dem e entgegengesetzt gerichtet sein 

g ^ 

muß. Es wird daher jetzt der Strom gleich J =^ 

sein, und die entwickelte Wärmemenge wird gleich ^ 

J^r = {e- JE)J= eJ- EJ. 

Die Größe eJ ist aber wieder die im Element ver- 
zehrte, chemische Energie, und wir sehen, daß EJ gleich 
dem Überschuß der im Element verzehrten Energie über die 
in der Strombahn auftretende Wärmemenge ist. EJ ist 
also die für die Arbeitsleistung und für die Vermehrung 
der elektromagnetischen Energie T verfügbare Energiemenge. 
Unsere Gleichung sagt aber aus 

F T4-F T ^^. ^* 

E,J,+E,J,==-^ + -^, 

das heißt also: Durch die Änderung der elektro- 
magnetischen Energie, die mechanische Leistung 
der ponderomotorischen Kräfte und durch die 
elektrischen Induktionsströme wird dem Gesetz der 
Erhaltung der Energie genügt; oder auch, bei Ände- 
rungen des elektromagnetischen Feldes treten keine andern 
Energieumwandlungen auf, als im vorhergehenden bereits 
behandelt sind. 

Berücksichtigen wir jetzt auch noch den weiteren Fall, 
daß auch freie Magnetismen vorhanden sind, so zeigt ein 
Blick auf die allgemeine Form der Energie 
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daß; wenn die Ströme sich gegeneinander nicht verschieben^ 
sondern nur insgesamt gegenüber den freien Magnetismen, 
daß dann die elektromagnetische Energie gar nicht ge- 
ändert wird. Die Arbeitsleistung der magnetischen 
Kräfte findet dann allein ihr vollständiges Äqui- 
valent in der Energie der induzierten Ströme, wie 
nach der Analogie des Vorhergehenden leicht abzuleiten. 
Dem Gesetz der Energieerhaltung ist daher auch in diesem 
Falle und damit ganz allgemein durch die elektrischen Vor- 
gange genügt. 



§ 50. Bewegung der Energie im elektromagnetisclien 

Felde. 

Wir können noch auf andere Weise zu einer Übersicht 
über die Energieänderung im elektromagnetischen Felde ge- 
langen, wenn wir zu den Hauptgleichungen selbst zurück- 
gehen. Multiplizieren wir die sämtlichen Hauptgleichungen 

mit T—A und dann der Reihe nach die einzelnen Gleichungen 

mit X, Yf Zy Ly Jf, Ny und addieren sie sämtlich, so er- 
halten wir auf der linken Seite: 

auf der rechten Seite können wir stets zwei Glieder 
^dN ^dX^dNX 
dy dy dy 

setzen und erhalten daher auf der rechten Seite 

Multiplizieren wir jetzt noch beide Seiten mit dem Raum- 
element dv und integrieren über einen bestimmten endlichen 
Raum, so läßt sich der so entstandenen Gleichung folgende 
Deutung geben. 
Das GUed 



rJl;<^'+^*+^'""' 
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«teilt die Änderung der elektrischen Energie in dem be* 
treffenden Raum dar^ und ebenso ist 



i.JfjL^ + M^ + N^)dv 



die Änderung der magnetischen Energie. Das Glied 

ist nur von Null verschieden^ wenn innerhalb des Baumes 
leitende Körper sind; dann treten elektrische Ströme i auf, 
deren Komponenten XX, XT, XZ geschrieben werden können. 

y dVy es stellt die inner- 
halb des Baumes in Joule sehe Wärme verwandelte elek- 
trische Energie dar. 

Die linke Seite stellt also die gesamte Energiemenge 
dar, die dem Baum von außen zugeführt werden muB, um 
•den Energieverbrauch im Innern dieses Baumes zu decken. 
Die rechte Seite wird uns daher ebenfalls ein Maß für diese 
dem Baum zuzuführende Energiemenge ergeben. Wir können 
isunächst in jedem der drei Glieder dieser Seite, wenn wir 
dv = dxdydz schreiben, eine Integration ausführen. Setzen 
^wir dann noch 

dydz = dSco^(nx) ; dzdx = dScos(ny) ; dxdy = dScos(w^) 

ivo dS das Oberflächenelement des Baumes und n die nach 
außen gerichtete Normale bedeutet, so wird die rechte Seite 
gleich 

^a\[{ZM- YN)co8{nx) + {XN-ZL)coB{ny) 

+ {YL - XM) coQ(nz)]dS. 

Diesem Ausdruck läßt sich aber eine geometrische Deutung 
geben. Ist in einem Punkte F der Vektor der elektrischen 
und H deijenige der magnetischen Kraft und # der Wiokel 
zwischen beiden, so ist FH&md' der Flächeninhalt des 
AUS den beiden Vektoren gebildeten Parallelogramms. Fügt 
man jetzt noch in demselben Punkte einen dritten Vektor G 
hinzu, dessen Länge numerisch gleich FHänd' gemacht 
wird, und der senkrecht zu F und H steht, so sind die 
Winkel zwischen diesem Vektor und den Koordinatenachsen 
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gleich den Neigungswinkeln zwischen der Fläche FH und 
den Koordinatenebenen. Infolgedessen sind die Kompo- 
nente des Vektors G numerisch gleich den Projektionen des 
Parallelogramms FSsiad' auf die Koordinatenebenen. Um 
die Projektion auf die FZ- Ebene zu berechnen, seien die 
Projektionen von F und H auf diese Ebene mit f und h 
bezeichnet, q) sei der Winkel zwischen f und der F-Achse 
und xp deijenige zwischen h und der Y-Achse. Dann er- 




Fig. 26. 



gibt sich aus der Figur 25 für die Komponenten der elek- 
trischen Kraft: 

T'^fcoscp; Z=fQui(p; 
und der magnetischen Kraft: 

M=hcostp; N=hsiny); 
folglich 

ZM— TN=fh{sin(pQO&ip — cosq)Hiayji) 
oder 

ZM- YN= ßsm((p-y)), 

dies ist aber der Flächeninhalt der Projektion von FHsin'd' 
auf die FZ- Ebene. Es wird also 

G cos(srit:) = ZM- YN; Gaosigy) = XN- ZL ; 
GQo^{gz)^YL-XM 
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und die rechte Seite unserer Gleichung wird einfach gleich 

-j— ^ G[oo&{gx)co8(nx) + cos(gt/)cos{ny) + co8{g0)cos{n/s)]dS 

4:71 J 

^-—ÄlGco8(gn)d8, 

4:7t J 

das heißt, sie stellt das -r—J. fache des aus dem Baum aus- 

471 

tretenden Flusses des Vektors G dar. 

In bezug auf die Richtung, in der G zu rechnen ist, 
ist folgendes maßgebend. fh8m{q) — y)) ist positiv, wenn 
q)>tp, also liegt dann Gcos(ßx) in der Richtung der X-Achse, 
und es bildet dann Gcos{gx) mit h und f in dem Drehungs- 
sinn von A nach f eine Rechtsschraube, folglich muß GHF 
eine Rechtsschraube sein. Rechnen wir dagegen G in ent- 
gegengesetztem Sinne, so müßten wir in unserer Gleichung 
auf der rechten Seite ein Minuszeichen hinzufugen; an Stelle 
dessen können wir aber auch die Richtung der Normale, an- 
statt wie bisher nach außen, jetzt nach innen rechnen. 
Wir erhalten auf diese Weise den Satz: 
Die Energiemenge, die in der Zeiteinheit in 
einen abgeschlossenen Raum eintritt, ist gleich dem 

- — ^.fachen des in den Raum eintretenden Flusses 

eines Vektors 6r, dessen Größe in jedem Punkte 
gleich dem Inhalt des aus der elektrischen und mag- 
netischen Kraft zu bildenden Parallelogramms ist, 
und dessen Richtung so zu wählen ist, daß GFH ein 
Rechtssystem bildet. 

Die Änderung der Energie in einem Räume ist damit 
dargestellt durch ein Integral eines Vektors über die Ober- 
fläche des Raumes. Die einfachste Deutung einer solchen 
Darstellung ist stets die, daß der Vektor selbst seiner Größe 
und Richtung nach an jeder Stelle der Oberfläche die dort 
eintretende Energiemenge darstellt, das würde dann heißen: 
Die elektromagnetische Energie bewegt sich überall 
in einer Richtung, welche auf der Richtung der elek- 
trischen und magnetischen Kraft senkrecht steht 
und so liegt, daß die Bewegungsrichtung, die elek- 
trische und die magnetische Kraft ein Rechtssystem 

Classen, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. IL 9 
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bilden, und in einer Fülle, daß in der Zeiteinheit 
durch die Flächeneinheit eine Menge hindurchtritt, 
die gleich dem Produkt aus der elektrischen und 
magnetischen Kraft mal dem Sinus des eingeschlos- 
senen Winkels ist. Die Deutung der Gleichung in diesem 
von Ppynting angegebenen Sinne enthält natürlich, wie 
jeder Übergang von dem Integral zum Differentialausdruck 
eine besondere Hypothese, da dabei noch bisher unbemerkte 
Glieder in Wegfall gekommen sein können, aber bisher ist 
diese Deutung die einfachste und soweit man überhaupt sich 
von einer selbständigen Bewegung der Energie eine Vor- 
stellung machen kann, durchaus mit der Erfahrung verträg- 
lich. Daß aber immerhin die Vorstellung der Energiebewegung 
unabhängig von einer Energieumwandlung dem bisher ge- 
bräuchlichen Vorstellungskreise sich schwer einfügt, geht 
daraus hervor, daß nach dieser Poyntingschen Darstellung 
in einem Felde, das aus ruhenden Elektrizitätsmengen und 
ruhendem Magnetismus erzeugt ist, in dem also gar keine 
Energieumwandlungen vorkommen, doch eine beständige 
Energiebewegung vorhanden sein muß. Man kann also sagen: 
überall, wo eine Energieausbreitung an der dabei eintreten- 
den Umwandlung elektrischer Energie in andere Formen 
verfolgt werden kann, gibt die Poyntingsche Hypothese 
den Wert der Energieausbreitung richtig an; wo jedoch eine 
solche Energieumwandlung nicht beobachtet wird, macht die 
Hypothese eine Aussage, deren Inhalt sich auf die bisher 
bekannten Daten der Erfahrung nicht beziehen läßt. 



Zehntes Kapitel. 
Das elektromagnetische Maßsystem. 

§ 51. Der Übergang zum elektromagnetischen 
Maßsystem. 

Wir sahen im § 38, daß durch das Biot-Savartsche 
Gesetz eine Beziehung zwischen elektrischen Strömen und 
magnetischen Kräften ausgesprochen wird, die sich in der 

Form schreiben läßt: jH'= — . Hier ist c ein Proportio- 
nalitätsfaktor, durch dessen Wahl wir ein Maß für die 
Stärke des elektrischen Stromes festlegen können, wenn wir 
H ia magnetischem Maße messen. In den beiden vorher- 
gehenden Kapiteln wurde von einem solchen neuen Maß- 
system für die elektrischen Ströme noch kein Gebrauch ge- 
macht, sondern es wurden stets die elektrischen Größen in 
dem bereits definierten elektrostatischen und die magnetischen 
im magnetischen Maßsystem gemessen, d. h. es wurde das 
sogenannte Gaußsche Maßsystem benutzt. Die Folge davon 
war, daß die Hauptgleichungen nicht die einfachste Form 
haben konnten, sondern es mußte in ihnen ein noch nicht 
nälier bestimmter Faktor, den wir mit Ä bezeichneten, mit- 
geführt werden. Dieser Faktor A wäre, wenigstens in vielen 
Formeln, zu vermeiden gewesen, wenn wir an der Messung 
der Stromstärke nach dem Biot-Savartschen Gesetz fest- 
gehalten hätten und in der Formel H= — c = 2 gesetzt 

hätten. Die so elektromagnetisch gemessene Stromstärke 
unterscheidet sich von der elektrostatisch gemessenen eben 
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durch den Faktor Ä; das Biot-Savartsche Gesetz lautet, 

2ÄJ 

wenn wir den Strom statisch messen, J3"= . Es ist also 

Ha ^ 

Ä = ^r-=; für J und H, in Gaußschem Maßsystem^ sind 

uns aber die Dimensionen bereits bekannt, es ergibt sich 
daher als Dimension von Ä 






LZ* 



•Vi]; 



das heißt, Ä entspricht dem Reziproken einer mit fßik mul- 
tiplizierten Geschwindigkeit. Der Übergang vom elektro- 
statischen Maß der Ströme zum elektromagnetischen geschieht 
also nicht, wie z. B. beim Übergang vom Messen nach Fuß 
und Zoll zum metrischen Maßsystem, durch Umrechnen mit 
einem einfachen Zahlenfaktor, sondern der elektromagnetisch 
gemessene Strom erscheint unter völlig anderem Gesichts- 
punkt, beruht auf einer ganz neuen Definition. Der statisch 
gemessene Strom ist das Verhältnis einer Elektrizitatsmenge 
zu der Zeit, in welcher dieselbe den Querschnitt der Zjeitungs- 
bahn durchfließt, der magnetisch gemessene Strom ist da- 
gegen gleich einer magnetischen Kraft multipliziert mit der 
Länge a, oder, man kann auch sagen, er ist die Achse 
eines Wirbels magnetischer Kraftlinien und wird 
gemessen durch die Intensität einer im Kreis in 
sich zurückkehrenden Kraftlinie multipliziert mit 
dem Radius des Kreises. 

Es ist klar, daß, wenn wir auf diese Weise eine gänzlich 
neue Auffassung des elektrischen Stromes einfuhren, daß 
dann auch sämtliche andern elektrostatisch meßbaren Größen, 
die aus dem Strome ableitbar sind, in neuem lichte er- 
scheinen, und auch diese werden nunmehr in elektromag- 
netischem Maß gemessen werden können. Gehen wir aber 
hierfür von der Stromstärke J aus, so sehen wir sofort, daß 
auch die Stromdichte, da sie gleich dem durch die Flächen- 
einheit fließenden Strom J ist, durch denselben Faktor aus 
dem statischen in das magnetische Maß überzuführen ist. 
Das gleiche ist der FaU für die dielektrische Verschiebung D, 
da eine Änderung der Verschiebung einem Strom äquivalent 
ist, und schließlich auch für die Elektrizitätsmenge e, denn 
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das Verhältnis dieser Menge zu einer Zeit muß einem Strom 
entsprechen. Die vier Größen J, i^ D und e werden also 
durch den gleichen Faktor A aus elektrostatisch gemessenen 
Größen in elektromagnetisch gemessene übergeführt. 

2ÄJ 

Umgekehrt läßt sich die Gleichung H^ auch 

schreiben als -7 = — , und es laßt sich -7 definieren als die 
A a A 

mit elektrostatischem Maße gemessene magnetische Ej*aft; 

der Faktor -^ führt also in diesem Falle vom magnetischen 

zum elektrostatischen Maßsystem. Würden wir H von vorn- 
herein elektrostatisch gemessen haben ^ so würde also das so 
gemessene H ebenfalls durch den Faktor A vom statischen 
in das magnetische Maßsystem übersetzt werden. Was aber 
für H gut, muß dann auch für das Linienintegral der mag- 
netischen Kraft gelten und folglich auch für das Potential W 
derselben. Den obengenannten vier Größen schließen sich 
also H und W in gleicher Weise an. 

Vergegenwärtigen wir uns jetzt wieder die völlige Sym- 
metrie, die zwischen den elektrischen und magnetischen Er- 
scheinungen besteht, so übersehen wir, daß, ebenso wie 
das Biot-Savartsche Gesetz uns zu einem magnetischen 
Maß elektrischer Größen führte, das Faradaysche Gesetz 
uns zu einem elektrischen Maß magnetischer Größen führen 
würde. Den obigen sechs Größen ständen dann, da wir für 
den magnetischen Strom keine besonderen Symbole eingefiihrt 
haben, die vier Größen Magnetismusmenge m, magnetische 
Induktion B, elektrische Krsät i^und elektrisches Potential V 
gegenüber. Die vier Größen würden also durch den gleichen 
Fsdctor A' in das neue Maß übersetzt und A' hätte wieder 
die Dimension des Reziproken einer mit yjik multiplizierten 
Geschwindigkeit. Im § 39 erwähnten wir bereits, daß der 
Erfahrung genügt wird, wenn A auch numerisch gleich A^ ist, 
daraus folgt dann aber umgekehrt, daß, wenn alle Größen 
ursprünglich elektrostatisch gemessen sind, die Größen m, 

B, V und F durch Multiplikation mit -j in das magnetische 
System übergeführt werden. 

Nunmehr können wir auch die Umrechnung der letzten 
Maßgrößen ermitteln, es sind dies der Leitungswiderstand und 
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die Kapazität. Für den Zjeitungswiderstand W haben wir 

F 
die Beziehung, daß «^=^ ist; da J beim Übergang vom 

statischen zum magnetischen System mit A, F dagegen mit 

-^ multipliziert wird, so kann diese Gleichung nur erhalten 

bleiben, wenn W mit -j^ multipliziert wird. Die Kapazität 

ist bestimmt durch die Formel C^^, woraus sich ergibt, 

daß C durch den Faktor Ä^ in das magnetische Maß über- 
zuführen ist. Zu diesen beiden bereits aus den früheren 
Kapiteln her bekannten elektrischen Maßgrößen kommt jetzt 
für die elektromagnetischen Erscheinungen noch eine neue 
Größe hinzu, die in § 47 als Koeffizient der gegenseitigen 
Induktion zweier Ströme und als Selbstinduktionskoeffizient 
einer Strombahn bezeichnet wurde. Es war die in einer 
Strombahn induzierte elektromotorische Kraft, wenn in einer 
benachbarten Strombahn die Stromstarke sich mit der Ge- 
schwindigkeit -77 änderte, gleich E=A^PfjL-^ . Man nennt 
dt dt 

dann P/^ den elektrostatisch gemessenen Koeffizient der 
gegenseitigen Induktion und Ä^Pjll den elektromagnetisch 
gemessenen. Aus der Formel ist zu ersehen, daß der elektro- 
magnetisch gemessene InduktionskoeflSzient die Dimension 
einer Länge multipliziert mit /z hat, der elektrostatisch ge- 
messene dagegen die Dimension T^L~~^Jc^^ . Fallen beide 
Stromkreise zusammen, so wird aus dem Koeffizienten der 
gegenseitigen Induktion der Selbstinduktionskoeffizient, wo- 
bei dann wieder zu beachten ist, daß dann für die Aus- 
rechnung jeder der beiden Stromkreise sowohl als induzierender 
als auch als induzierter zu zählen ist. 

Die Tatsache, daß der Faktor A des Biot-Savartschen 
Gesetzes und der Faktor A' des Faraday sehen Gesetzes 
nicht nur der Dimension nach, sondern auch numerisch 
einander gleich sind, hätte man auch, anstatt sie als 
durch die Erfahrung gestützt anzusehen, aus dem Energie- 
prinzip schließen können, denn blickt man auf die Ab- 
leitungen über die Energie des elektromagnetischen Feldes 
in § 49, so sieht man, daß durch die Induktionsströme dem 
Gesetz der Erhaltung der Energie nur genügt wird, wenn 
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eben A=^A ist; in Wahrheit ist das aber wieder kein Be- 
weis für die Beziehung J. = J.', sondern für die Anwendbar- 
keit des Energieprinzips auf die Induktionsströme. Ebenso 
kann man sich von der Richtigkeit des Satzes, daß, wenn 

e durch den Faktor Ay dann F durch -r in das magnetische 

Maß übergeführt wird, auch durch die Überlegung über- 
zeugen, daß stets das Produkt aus elektrischer Kraft mal 
Elektrizitätsmenge mal Weg einer mechanischen Arbeits- 
leistung in beiden Maßsystemen entsprechen muß; auf dem 
gleichen Wege ist auch das Verhältnis von H und m zu er- 
mitteln. Die obige Darstellung aus den Symmetrieverhält- 
nissen scheint jedoch übersichtlicher zu sein. 



§ 52. Definitionen der elektromagnetisclien Haße. 

Wir sahen, daß es mögUch ist festzusetzen, daß nach 

der Biot-Savartschen Formel jEf= — derjenige Strom die 

Starke Eins haben soll, welcher in der Entfernung Eins die 
magnetische Kraft Zwei ausübt; dann vereinfachen sich ge- 
wisse wichtige Formeln durch Wegfallen eines konstanten 
Faktors. Bestimmen wir dann noch die Stärke dieses Stromes 
nach elektrostatischem Maße, so erhalten wir die Größe A 
und können nun mit derselben auch alle andern elektrischen 
Größen in dem neuen Maßsystem ausdrücken. Es hätte nun 
oflfenbar keinen Sinn, ein solches System neuer Einheiten 
einzuführen, in welchem die ursprüngliche Bedeutung der 
Einheiten, weil eben A einer reziproken Geschwindigkeit 
entspricht, vöUig verwischt ist, wenn eö nicht gelänge, für 
die neuen elektromagnetischen Einheiten selbständige ein- 
fache Definitionen aufzustellen. Dies ist aber möglich und 
dadurch gewinnt dies Maßsystem eben seine praktische Be- 
deutung. 

Zur Definition der Einheit der Stromstärke gelangen 
wir, wenn wir von der Kraft, die ein Magnetfeld auf ein 
Stromelement ausübt, ausgehen. Diese war nach § AA gleich 
JHdlmie, wo der Faktor A jetzt weggelassen ist, weil J 
elektromagnetisch gemessen werden soll. Ist H erzeugt durch 
einen Magnetpol m im Abstand r von dly und steht r senk- 
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recht zu dl, so wird hieraus — —, Ist jetzt die Strom- 
bahn im Kreise vom Radius r um m als Mittelpunkt herum- 
geführt, so erleiden alle Elemente dl die gleiche Kraft. Die 
Gesamtkraft wird durch Integration über dl erhalten, und 
dieser gleich, aber entgegengesetzt gerichtet, ist die Kraft, 
die der Kreisstrom auf den in seinem Mittelpunkt befind- 
lichen Pol m ausübt; dieselbe steht senkrecht zur Fläche 
des Kreisstromes und hat die Größe 

JmC^^ 2nrmJ 27tmJ 



nf^^ 27trmJ 

^r — ^= 



Hieraus ergibt sich für die Einheit der Stromstärke die 
Definition: 

Die elektromagnetische Einheit der Stromstärke 
ist die Stärke desjenigen Stromes, welcher einen 
Kreis vom ßadius Eins umfließen muß, damit ein 
die Länge Eins besitzender Teil des Kreisumfanges 
auf die magnetische im Mittelpunkt gelegene Ein- 
heitsmasse die Kraft Eins ausübe. 

Femer läßt sich die Definition für die Einheit der elektro- 
motorischen Kraft, oder, was dasselbe ist, für das Linien- 
integral oder die Potentialdifferenz der elektrischen Kraft 
in folgender Weise finden. Nach § 47 wird in einem geraden 
Leiterstück von der Länge (7, das sich mit der Geschwindig- 

d^) 
keit -^ senkrecht zu den Kraftlinien eines Feldes mit der 
dt 

Permeabilität Eins und der Stärke R bewegt, die elektro- 
motorische Kraft Sl-^, elektromagnetisch gemessen induziert, 

dementsprechend definieren wir: Die elektromagnetische 
Einheit der elektromotorischen Kraft tritt auf in 
einem Leiter von der Länge Eins, der sich senkrecht 
zu den Kraftlinien eines Feldes von der Stärke 
Eins mit der Geschwindigkeit Eins bewegt Endet 
das Leiterstück beiderseits frei, so tritt hierbei an 
seinen Enden die Einheit der Potentialdifferenz auf. 
Unmittelbar ergeben sich dann die weiteren Definitionen: 
Die elektromagnetische Einheit des Widerstandes 
hat derjenige Leiter, in welchem die elektromoto- 
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rische Kraft Eins die Stromstärke Eins hervorruft; 
ferner: 

Die elektromagnetische Einheit der Elektrizi- 
tätsmenge ist diejenige Menge^ welche in dem Strome 
Eins durch den Querschnitt der Leitungsbahn in 
der Zeit Eins fließt; und: Die elektromagnetische 
Einheit der Kapazität besitzt derjenige Konden- 
sator, dessen entgegengesetzte Belegungen durch 
die Elektrizitätsmenge Eins zur Potentialdifferenz 
Eins geladen wird. 

Die elektromagnetische Einheit des Koeffi- 
zienten der gegenseitigen Induktion haben zwei 
Strombahnen, wenn die Anderungsgeschwindigkeit 
Eins der Stromstärke in der einen Bahn, in der an- 
dern die elektromotorische Kraft Eins hervorruft; 
und entsprechend hat eine Strombahn die elektro- 
magnetische Einheit der Selbstinduktion, wenn die 
Änderungsgeschwindigkeit Eins der Stromstärke in 
ihr die elektromotorische Kraft Eins erzeugt. Es 
ist zu beachten, daß diese beiden letzten Größen nur dann ein 
bestimmtes Maß darstellen, wenn die Strombahnen selbst sich 
in einem Medium von unveränderlicher Permeabilität befinden, 
etwa Luft; sind dieselben um Eisenkörper herumgelegt, so 
ändert sich der Liduktionskoeffizient mit der Stärke der an- 
gewendeten Ströme und ist nicht mehr von der Änderungs- 
geschwindigkeit allein abhängig. 

§ 53. Das praktische Maßsystem. 

Das im vorigen Paragraphen definierte absolute, elektro- 
magnetische Maßsystem hat noch das unbequeme, daß man, 
wenn man besonders die in der Technik am meisten vor- 
kommenden Größen in diesen Maßen ausdrückt, im allge- 
meinen mit unbequem großen Zahlen zu rechnen hat. Man 
ist daher übereingekommen, in der Praxis bestimmte Viel- 
fache dieser absoluten Einheiten als praktische Einheiten 
anzunehmen, und ^ar ist auf dem Pariser Kongreß im 
Jahre 1881 beschlossen worden, daß die praktische Einheit 
der elektromotorischen Kraft, das Volt, das 10®fache der 
absoluten (cm, gr, sec) Einheit sein soll, und die Einheit des 
Widerstandes, das Ohm, das 10^ fache der absoluten Einheit. 
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Daraus folgte dann^ daß die Einheit der Stromstärke^ das 
Ampere, damit 1 Amp. = ^ ist, das 10~^fache der ab- 
soluten Einheit werden mußte. Diese Festlegung der prak- 
tischen Einheiten kommt auf dasselbe heraus, als wenn 
festgesetzt wird, daß bei den elektrischen Messungen als 
Längeneinheit nicht das Centimeter, sondern 10^ cm gleich 
10000 Kilometer zu dienen hat und als Masseneinheit nicht 
das Gramm, sondern 10""^^ gr gleich ^hy Mikromilligramm, 
während als Zeiteinheit die Sekunde beibehalten wird, wie 
man sich leicht überzeugt, wenn man die Dimensionen des 
Widerstandes und der elektromotorischen Kraft beachtet. 
Der Grund für diese besondere Festsetzung der Zahlen- 
faktoren für das Ohm und das Volt liegt einerseits darin, 
daß die Einheit des Widerstandes hierdurch eine Größe be- 
kommt, die sehr nahe der vordem in Gebrauch genommenen 
Siemens sehen Widerstandseinheit ist, anderseits in der 
Größe, die in diesem Maße der Wert der elektrischen Ar- 
beit erhält. Die elektrische Arbeit wird durch das Produkt 
aus Stromstärke, elektromotorischer Kraft und Zeit ge- 
messen, erhält also in dem praktischen Maßsystem die Größe 
10^ cm gr sec oder 10^ erg. Nun ist die Kraft, mit der ein 
Gramm von der Erde angezogen wird, also das Gewicht von 
1 gr gleich 981 Dynen; bezeichnen wir noch die Zahl 9,81 
mit g, so ist danach das Gewicht von 1 Kilogramm gleich 
10^ flf und folglich wird die für die mechanische Arbeit in der 
Technik meist benutzte Einheit, das Kilogranuneter von der 
Größe 10 "^ • flf erg. Es unterscheidet sich also die mechanische 
Arbeitseinheit nur durch den Faktor g von der neu ein- 
geführten elektrischen Arbeitseinheit. Diese elektrische Ar- 
beitseinheit wird 1 Joule genannt und es ist 

— Kgm = lJoule = l Volt «Amp« Sec. 

Um nun mit diesem praktischen Maßsystem arbeiten zu 
können, ist noch erforderlich, daß die Grundeinheiten ein- 
mal auf Grund ihrer Definitionen wirklich hergestellt sind 
und dann, daß sie oder ihnen äquivalente Werte jederzeit 
reproduziert werden können. Die erste Herstellung der Ein- 
heiten erfordert natürlich einen sehr großen Anhand wissen- 
schaftlicher Arbeit, um diese Einheiten mit der wünschens- 
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werten Genauigkeit zunächst festzulegen, nachdem aber diese 
Arbeit einmal von verschiedenen Seiten mit allen erreich- 
baren Hilfsmitteln durchgeführt ist, ist es für die späteren 
Reproduktionen nicht mehr nötig, jedesmal auf die ur- 
sprünglichen Definitionen zurückzugehen, sondern die vor- 
liegenden Untersuchungen haben gewisse einfachere Möglich- 
keiten der Reproduktion ergeben, auf Grund deren nunmehr 
für das Deutsche Reich durch Erlaß vom 1. Juni 1898 fol- 
gende praktische Definitionen der elektrischen Einheiten be- 
stinmit sind. 

Das Ohm ist die Einheit des elektrischen 
Widerstandes. Es wird dargestellt durch den Wider- 
stand einer Quecksilbersäule von der Temperatur 
des schmelzenden Eises, deren Länge bei durchweg 
gleichem, einem Quadratmillimeter gleich zu achten- 
dem Querschnitt 106,3 Centimeter und deren Masse 
14,4521 Gramm beträgt. 

Das Ampere ist die Einheit der elektrischen 
Stromstärke. Es wird dargestellt durch den unver- 
änderlichen elektrischen Strom, welcher bei dem 
Durchgange durch eine wässerige Lösung von Silber- 
nitrat in einer Sekunde 0,001118 Gramm Silber nie- 
derschlägt. 

Das Volt ist die Einheit der elektromotorischen 
Kraft. Es wird dargestellt durch die elektromoto- 
rische Kraft, welche in einem Leiter, dessen Wider- 
stand ein Ohm beträgt, einen elektrischen Strom 
von einem Ampere erzeugt. 

Die Elektrizitätsmenge, welche bei einem Am- 
pere in einer Sekunde durch den Querschnitt der 
Leitung fließt, heißt ein Coulomb. 

Die Leistung eines Ampere in einem Leiter von 
einem Volt Endspannung heißt ein Watt. 

Die Arbeit von einem Watt während einer 
Stunde heißt eine Wattstunde. 

DieKapazität einesKondensators, welcher durch 
einCoulomb auf ein Volt geladen wird, heißteinFarad. 

Der Induktionskoeffizient eines Leiters, in 
welchem ein Volt induziert wird durch die gleich- 
mäßige Änderung der Stromstärke um ein Ampere 
in der Sekunde, heißt ein Henry. 
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In der nebenstehenden Tabelle sind die so erhaltenen Maß- 
einheiten mit ihren Dimensionen und in ihrem Verhaltnisse 
zom absoluten Maßsystem noch einmal zusammengestellt und 
auch die Maße der übrigen bereits definierten Größen hin- 
zugefugt; die in Klammem beigefügten Namen sind zum 
TeU bereits im Gebrauch oder zur Annahme empfohlen. 

§ 54 Die yerhfUtniszaU A. 

Es bleibt jetzt noch der Sinn des Faktors A zu er- 
örtern, der beim Übergang zum elektromagnetischen Maß- 
system auftritt, und von dem wir bereits sahen, daß er der 
Dimension nach einer Geschwindigkeit entsprechen muß. 
Wir erhielten aus dem Biot-Savartschen Gesetz für den 
Fall, daß leitende Körper nicht vorhanden sind, daß also 
die Leitungsströme verschwinden, die ersten Hauptgleichungen 
in der Form ^;j. — = — - — 

dt "~ By dz 

und entsprechend zwei weitere Gleichungen. Messen wir 
hier im Gauß sehen Maße, betrachten also die magnetische 
und elektrische Kraft als gleichartige Größen, wie es als 
das natürlichste scheint, so kann in der Tat einer Gleichung 
von dieser Form, wo links nach den Koordinaten, rechts 
nach der Zeit diflferentiiert wird, nur genügt werden, wenn 
noch ein Faktor A hinzugefügt wird, der von der Dimen- 
sion einer reziproken Geschwindigkeit sein muß. Aber wir 
lesen aus diesen Hauptgleichungen, verbunden mit dem System 
der zweiten Hauptgleichungen, auch gleich heraus, welche 
Beziehung diese Geschwindigkeit zu den elektrischen und 
magnetischen Kräften hat. Die Hauptgleichungen sagen aus, 
daß, wenn die Verteilung der magnetischen (elektischen) 
Kräfte derart ist, daß die rechten Seiten der Gleichungen 
nicht den Wert Null haben, daß dann die elektrische (mag- 
netische) Kraft sich ändern muß. Diese Hauptgleichungen 
sind nun aber genau die Gleichungen, die im § 10 der 
mathematischen Optik (diese Sammlung Band 40) auftreten, 
und aus denen nach den dort gegebenen Entwicklungen folgt, 

daß, wenn wir in unsem Hauptgleichungen A • V^i = — setzen, 

— -—: = v die Geschwindigkeit ist, mit der sich die elek- 
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irischen und magnetischen Kräfte in Isolatoren ausbreiten* 
Da nun durch absolute Messungen festgestellt werden konnte^ 
daß das Verhältnis der elektrostatischen zu den mag- 
netischen Einheiten der Größe nach sehr nahe der 
Lichtgeschwindigkeit gleich ist, so folgt; daß elek- 
trische Störungen sich mit Lichtgeschwindigkeit 
fortpflanzen müssen, und hierauf stützt sich wieder die 
wichtige Theorie^ daß auch das Licht als ein elektromag- 
netischer Vorgang angesehen werden kann, daß also auch 
seine Gesetze aus den Grundgleichungen der Elektrodynamik 
abzuleiten sind. Da diese elektromagnetische Lichttheorie 
eine besondere Bearbeitung in dieser Sammlung erfahren soll, 
so kann hier auf dieselbe verwiesen werden. 

Noch eine andere Betrachtungsweise bringt uns das Ver- 
hältnis der beiden Einheiten der Stromstärke als einer Ge- 
schwindigkeit dem Verständnis näher. Betrachten wir zwei 
gerade Drähte, die einander parallel aufgestellt sind, und 
denken dieselben mit statischer Ladung versehen, so üben 
sie offenbar eine statische Anziehungs- oder Abstoßungs- 
kraft aufeinander aus, je nach den Arten der Ladung. Ist 
dann o die Dichte der Ladung auf jedem Draht, so ist odl 
die Elektrizitätsmenge in dem Drahtelement dl. Das Po- 
tential der gesamten Ladungen aufeinander wird dann offen- 
bar, wenn r den Abstand zwischen dl^ und dl^ bedeutet, 

Die Größe der Änderung dieses Ausdruckes, wenn die Drähte 
sich gegeneinander verschieben, mißt die statische Kraft, 
die in der Richtung dieser Verschiebung wirksam ist. An- 
dererseits ist, wenn in beiden Drähten die statisch ge- 
messenen Ströme J-^ und J2 fließen, die potentielle Energie 
der beiden Ströme aufeinander 



0^Ä^j,j,ff^. 



Die Änderung dieses Ausdruckes bei Verschiebung der Drähte 
gegeneinander gibt wieder die Kraft, die in der Richtung 
dieser Verschiebung wirkt, nur daß in diesem Falle, wie 
wir in § 49 sahen, die Kraft entgegengesetzt derjenigen des 
vorigen Falles gerichtet ist. Denken wir jetzt, die Ströme 



*= 
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seien keine gewöhnlichen Leitungsströme ^ sondern entständen 
dadurch, daß die statisch geladenen Drähte sich in ihrer 
eigenen Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegen. Wir 
können dann die Stromstarken J in statischem Maße aus- 
drücken, denn es tritt dann in der Zeiteinheit offenbar 
die Elektrizitätsmenge ov durch den Querschnitt der Lei- 
tungsbahn. Bewegen sich beide Drähte mit gleicher Ge- 
schwindigkeit, so wird daher 

und wir sehen, daß die elektrostatische Abstoßungs- 
kraft beider Drähte der elektrodynamischen An- 
ziehungskraft gerade das Gleichgewicht halten wird, 
wenn die Bewegung der Drähte die Geschwindig- 
keit -j hat. Die statisch gemessene Stromstärke tritt hier 

direkt als das Produkt aus einer Geschwindigkeit und 
einer Elektrizitätsdichte auf, und beim elektromagnetischen 
Maß schaflRen wir durch multiplizieren mit Ä den Geschwin- 
digkeitsfaktor fort und messen nunmehr den Strom einfach 
durch die Liniendichte der Elektrizität in der Leitung. Ein 
Blick auf die Dimensionen der betreffenden Größe bestätigt 
diese Auffassung, denn die Liniendichte im statischen System 
hat in der Tat die gleiche Dimension wie die Stromstärke 
im magnetischen System. 

Es wäre natürlich gänzlich verfehlt, aus diesen Be- 
trachtungen heraus irgend einen Schluß ziehen zu wollen 
auf die Geschwindigkeit, mit der sich die Elektrizität im 
Leitungsstrome wirklich bewegt, denn bei den oben durch 
die Bewegung der geladenen Drähte konstruierten elektrischen 
Strömen ist das Feld der elektrostatischen Kräfte dasselbe, 
als wenn die Drähte sich nicht bewegten, und dadurch haben 
wir erst die Möglichkeit, daß die statische und die dynamische 
Kraft einander entgegenwirken. Fließen in beiden Drähten 
einfach stationäre Leitungsströme, so ist das Feld elektro- 
statischer Kräfte in dieser Form gar nicht vorhanden, denn 
beim Leitungsstrom liegt das Potentialgefälle in der Rich- 
tung des Stromes, daher findet zwischen stationären Strömen 
eine ganz andere statische Kraftwirkung statt. 



Elftes Kapitel. 
Solenoide und magnetische Kreise. 



§ 55. Der Ereisstrom. 

Bildet eine geschlossene Strombahn einen Kreis vom 
Badios a, so läßt sich die magnetische Krafl des Stromes in 
der Achse des Kreises in einfacher Weise berechnen. In dem 
Punkte Q der Kreisbahn befinde sich das Stromelement dl, 
dann erhalten wir die von diesem Elemente im Punkte P der 




Fig. 26. 

Achse auf einen dort befindlichen Einheitspol ausgeübte Kraft, 
indem wir umgekehrt die von dem Felde des Einheitspoles 
auf dl ausgeübte Kraft nach § 43 berechnen. Da die Strecke 
PQ == r (Fig. 26) auf dl senkrecht steht, so ist diese Kraft 
gleich WJdly wenn J die, wie in allen folgenden Anwen- 
dungen, stets in elektromagnetischem Maße gemessene Strom- 
stärke ist. Die Feldstärke jET', die der Pol bewirkt, ist aber 
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gleich — . Dieser Ejraft ist die von dl auf P ausgeübte 

Kraft gleich und entgegengesetzt gerichtet; da nun aus 
Symmetriegründen die Gesamtwirkung des Kreises jeden- 
falls in der Richtung der Achse liegen muß^ so brauchen 
wir nur die in dieser Richtung liegende Komponente der 
eben gefundenen Kraft zu berücksichtigen. Durch Multi- 
plikation mit cosa = — erhalten wir also für den in Betracht 
kommenden Teil der Wirkung von dl den Wert — ^• — . 

Durch Integration über den Kreisumfang ergibt sich als In- 
tensität des vom Kreisstrom in P erzeugten Magnetfeldes 

die Größe H= — - — = — 5-, wenn S der Flacheninhalt 

des Kreises ist. Im Mittelpunkt des Kreises selbst ist dann 

11= . Zu den gleichen Werten für H würde man 

natürlich auch gelangen, wenn man den Kreisstrom durch 
ein magnetisches Blatt ersetzt^ nur daß dann die Ejraft im 
Innern des Blattes nicht mehr in derselben Weise angegeben 
werden kann, da beim Blatte in den magnetischen Belegungen 
selbst Unstetigkeitsflächen bestehen, während der Ejreisstrom 
natürlich solche Unstetigkeiten nicht haben kann. 

§ 56. Das Solenoid. 

Legen wir eine Reihe gleicher Kreisströme dicht an- 
einander, so daß sie einen cylinderformigen Körper bilden, 
so bekonunen wir ein Stromsolenoid. Verwirklicht kann ein 
solches werden, indem eine Strombahn auf dem Mantel des 
Cylinders in einer Spirale von möglichst geringer Ganghöhe 
aufgewickelt wird. Die magnetische Wirkung eines solchen 
Solenoides ist dann nach dem früheren identisch mit der 
Wirkung einer Reihe magnetischer Blätter, also mit einem 
lamellaren Magneten, wie er im § 14 behandelt wurde. Ist 
n die Zahl der Windungen auf der Längeneinheit des 
Cylinders und L seine Länge, so ist nL = ^die Gesamt- 
zahl der Windungen, bzw. der magnetischen Blätter. Die 

Dicke jedes Blattes ist gleich — , und die Potenz desselben 

Glassen, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. IL 10 
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wird gleich J, Bezeichnen wir noch mit I die Intensität 
der Magnetisierung des lamellaren Magneten^ so ist (nach 

§ U) I~ = J oder I^nJ. 
n 

Es berechnet sich dann das magnetische Moment des 
lamellaren Magneten, bzw. des Solenoides, indem man die 
Menge des Magnetismus an einer Endfläche mit der Länge L 
multipliziert. Da aber die Oberflächendichte des freien Mag- 
netismus gleich I ist, so wird dieses Moment, wenn 8 der 
Querschnitt des Solenoides ist, gleich ISL = nSLJ= NSJ. 
Der Wert NS heißt auch die Gesamtwindungsfläche des 
Solenoides, und es ergibt sich das magnetische Moment 
des Solenoides gleich der Gesamtwindungsfläche 
multipliziert mit der Stromstärke. 

Die magnetischen Kräfte des Solenoides berechnen sidi 
fiir alle Punkte außerhalb desselben, unmittelbar aus den 
Fem Wirkungen der Belegungen der beiden Endflächen; sie 
sind also identisch mit dem in § 14 mit Ha bezeichneten 
Kräften. Für die Kräfte im Innern kann aber die Be- 
rechnung aus den Wirkungen der Endflächen nicht zutreffend 
sein, wie schon daraus ersichtlich ist, daß diese Belegungen 
im Innern Kräfte von entgegengesetzter Richtung hervor- 
rufen, als den magnetischen Kräften der Kreisströme ent- 
sprechen würden. Beachten wir jedoch, daß wir die 
Flächen der magnetischen Blätter beliebig gekrümmt uns 
denken können, so sehen wir, wenn wir die Kraft in einem 
Punkte verfolgen, der sich von außen her in das Innere des 
Solenoides hineinbewegt, daß diese Kraft einem Vektor ent- 
spricht, der sich stetig in das Innere des Solenoides fort- 
setzen muß. Also zeigt sich, daß die magnetische Kraft im 
Innern des Solenoides durch die Größe darzustellen ist, die 
wir im § 14 als die Induktion des lamellaren Magneten 
definierten und durch die Größe Anl—Hi bestimmten. 
Die Größe JBi ist die Fernwirkung der Endflächen im 
Innern; sie ist gleich dem Produkt aus der Oberflächen- 
dichte I=nJ und dem Eaumwinkel ö>, unter dem jede 
der Endflächen von dem betreffenden Punkte aus gesehen 
wird. Es wird also im Innern H=4:7inJ—nJ(cO'{-co'), 
Ist das Solenoid so ausgedehnt, daß in seinem mittleren 
Teü die Raumwinkel co und co' vernachlässigt werden können, 
so stellt die Kraft im Innern des Solenoides in diesen Teilen 
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sich dar als H=AnnJ\ der mittlere, der Achse nahe- 
liegende Teil eines hinreichend ausgedehnten Sole- 
noides ist ein homogenes magnetisches Feld. 

Es ist noch zu beachten, daß bei dieser Ableitung nur 
die Voraussetzung wesentlich ist, daß das Solenoid als 
lamellarer Magnet angesehen werden kann; der Cylinder, 
auf den wir uns die Strombahn aufgewickelt dachten, braucht 
nicht notwendig ein Kreiscylinder zu sein^ sondern kann be- 
liebigen Querschnitt haben, der nur überall der gleiche sein 
muß. Femer muß die Achse des Cylinders eine gerade sein, 
da nur dann die einzelnen magnetischen Blätter glatt anein- 
ander gelegt werden können. 

§ 57. Zwei konaxiale Solenoide. 

Es war nach § 48 das Produkt aus der Stromstarke 
eines Stromkreises und dem Koeffizienten der gegenseitigen 
Induktion zweier Stromkreise gleich dem Flächenintegral 
der magnetischen Induktion, welche der primäre Stromkreis 
durch den sekundären sendet. Da bei einem in Luft be- 
findlichen Stromkreis Induktions- und Kraftfluß einander 
gleich sind, so sind wir jetzt imstande, den Induktions- 
koeffizienten eines Solenoides auf einen dasselbe umschlingen- 
den Drahtkreis zu bestimmen. Ist das Solenoid so lang, 
daß die Wirkung seiner Enden vernachlässigt werden kann, 
so ist der von demselben ausgehende Induktionsfluß durch 
jede Drahtschleife, die das Solenoid nicht umschlingt, gleich 
Null. Der Induktionskoeffizient auf einer Strombahn, die 
das Solenoid N2ms\ umschlingt, wird P=4jr^2^^i? wenn 
Si den Querschnitt und n^ die Windungszahl des Solenoides 
pro Längeneinheit bedeutet. Hat die Sekundärwicklung Wg 
Windungen auf der Längeneinheit und die Länge l^y und 
ist «1 der Radius des Solenoides, so wird der Koeffizient der 
gegenseitigen Induktion gleich P=47r2a?%W2?2=4jr2afwi^2* 

Hierbei sind noch die Wirkungen der beiden End- 
flächen vernachlässigt, die Formel ^t also nur für eine 
lange Primärspule, auf deren Mitte eine kurze Sekundär- 
spule geschoben ist. Will man noch die Wirkung der End- 
flächen berücksichtigen, so kann man für den Fall, daß 
beide Spulen gleich lang sind, nach Maxwell die Wirkung 
der Endflächen durch Entwicklung nach Kugelfunktionen 

10* 



148 Elftes Kapitel. Solenoide und magnetische Kreise. 

Innern des Solenoides H=4:7il; also zeigt sich, daß die 
auf die Form bringen A^n^d^ni^n^lof., Diese Wirkung setzt 
naturgemäß die Gesamtwirkimg herab, so daß der In- 
duktionskoefßzient die Form erhält P=4:T*a?Wi«2?(l — a). 
Es ist also oi ein Korrektionsglied, daß in erster Annähe- 
rung den Wert hat ä = — p-^ . Wenn l minde- 
stens das Zehnfache des Durchmessers 20^ ist, und beide 
Spulen nahe aufeinander liegen, so ist der Fehler in dem 
nach dieser Formel berechneten Induktionskoeffizienten kleiner 
als Y2 Prozent. Dieselbe Formel ergibt uns zugleich den Koeffi- 
zienten der Selbstinduktion eines geraden Solenoides, wenn 
wir a^^:^ai und W2 = «i setzen; dieser wird also gleich 

P^ = 47r2a2w2(yS2+l^- a) = Acn^a^m ^^^^^^"^ , 

Befindet sich in dem Solenoid ein Eisenkern, der das 
ganze Innere desselben ausfüllt, so sind diese Werte der 
Induktionskoeffizienten noch mit fi zu multiplizieren, um 
wenigstens näherungsweise die Werte fiir diesen Fall zu 
erhalten. Die Permeabilität fi ist dabei aus der charakte- 
ristischen Kurve (siehe § 27) für das betreffende Eisen zu 
entnehmen, wobei die magnetisierende Kraft H= A:7inJ ist 

§ 58. Das ringfSrmige Solenoid. 

Die Ableitungen der vorigen Paragraphen lassen sich 
bis zu einem gewissen Grade auch auf den Fall übertragen, 
daß die Achse des Solenoides gekrümmt ist. Würde man 
ein solches Solenoid in magnetische Blätter zerlegen, so 
würden diese allerdings nicht mehr mit ihrer ganzen Fläche 
glatt aneinander liegen, sondern eben wegen der Krümmung 
der Achse auseinander blättern, wenn wir sie uns als überall 
von gleicher Dicke vorstellen. Geben wir denselben aber 
ungleiche Dicke, damit sie ganz aneinander schließen und 
das Innere des Solenoides voU ausfüllen können, so würde 
die magnetische Dichte an der Oberfläche jeden Blattes un- 
gleich werden, da die Potenz, das ist das Produkt aus der 
Dichte imd der Dicke, auf dem ganzen Blatt konstant sein 
muß. Diese magnetische Dichte ist aber gleich der In- 
tensität der Magnetisierung J, und es war die Kraft im 
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Verteilung der Kraftlinien auf einem Querschnitt nicht mehr 
eine gleichmäßige ist, wie beim geraden Solenoid^ sondern 
ungleichmäßig; nach der konvexen Seite hin wird die Kraft- 
linienzahl geringer auf der Flächeneinheit^ nach der kon- 
kaven Seite größer. Das Gleiche findet auch schon seinen 
Ausdruck darin^ daß man H= 4:7i 1==^ 4: jznJ setzt und be- 
achtet^ daß w, die Windungszahl pro Längeneinheit, natur- 
gemäß auf der konvexen Seite kleiner, auf der konkaven 
großer sein muß. Die Formeln der vorigen Paragraphen, 
in denen von den Wirkungen der Enden abgesehen wird, 
lassen sich daher nur in dem Sinne auf das gekrümmte 
Solenoid übertragen, wenn man n stets auf die Längen- 
einheit in der Achse bezieht und nur mit einem Mittelwert 
der Kraft rechnet, indem man die üngleichmäßigkeit der Ver- 
teilung unbeachtet läßt. Der Bedingung, daß von den End- 
flächen abgesehen wird, läßt sich dafür aber beim gekrümmten 
Solenoid vollkommen genügen, indem die Enden zusanunen- 
geführt werden, so daß freie Enden gar nicht mehr existieren. 
Für den Fall, daß die Achse des Solenoides ein Kreis 
mit dem ßadius r^ ist, läßt sich die Verteilung der Kraft- 
liniendichte auf dem Querschnitt leicht bestimmen. Da nach 
dem Früheren das Linienintegral der magnetischen Kraft über 
eine geschlossene Kurve stets gleich An mal der gesamten 
Strommenge ist, die die Kurve durchsetzt, so muß in diesem 
Falle das Linienintegral von H über jeden mit der Achse 
konzentrischen Kreis vom Radius r, der im Solenoid liegt, 
gleich 4:7t NJ sein. Nun muß aber aus Symmetriegründen 
an allen Punkten eines solchen Kreises H gleich und tan- 
gential gerichtet sein, also wird dies Linienintegral gleich 

2NJ 

27irH= AnNJy oder es ist H= . Die Kraft H nimmt 

r 

umgekehrt proportional mit dem Radius r ab. Zur Bestinunung 
des InduktionskoefEzienten eines solchen ringförmigen Sole- 
noides müssen wir das Flächenintegral der Induktion über 
den Querschnitt des Solenoides berechnen. Es ist aber die 

Induktion B=uII= — —, daher wird das Flächenintegral, 

wenn die Z-Achse mit der Achse des Ringes zusammenfallt. 
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Wenn die Drahtwindungen auf einen magnetisch in- 
differenten Kern gewickelt sind, so kann /i = 1 gesetzt wer- 
den, ist der Kern jedoch Eisen, so ist fx genau genonunen 
auf dem Querschnitt nicht überall das gleiche, da ja fi" in 
den verschiedenen Teilen desselben nicht das gleiche ist. 
Immerhin wird fx im allgemeinen nur wenig variieren im 
Vergleich zu r, und man kann den Fall verwirklicht denken, 
daß das Eisen nur in dem Bereich beansprucht wird, in 
welchem /i für den größten und kleinsten vorkommenden 
Wert von H noch nicht merklich verschieden ist. Unter 
dieser vereinfachenden Voraussetzung kann dann /i vor das 
Integralzeichen gesetzt werden, und es ist nur noch das In- 

zu bestimmen. Ist der Querschnitt des Sole- 



tegral j-^ 



noides ein Kreis vom Eadius rg, so wird durch Einführung 
von Polarkoordinaten, q und cp, deren Centrum in der 
Solenoidachse liegt, erhalten: 






d(p 



+ ^C0S9? 



7 = 2jr 



v=o 





folglich 

J ^ J m-Q^ 



es wird also das Flächenintegral der Induktion, oder der 
Indnktionsfluß 

G = 4n/iNJir^ --ff^ = injt^NJr^ ( 1 -l/l - ^j 

ri \ 4 r J / 

Sind jetzt Windungen einer zweiten Strombahn so um 
das Solenoid geführt, daß dieses -J^^mal umschlungen wird. 



§ 59. Der einfache magnetische Kreis. 151 



P(x4^-) 



der Koeffizient der gegenseitigen Induktion beider Strom- 
bahnen. Kann man die induzierte elektromotorische Kraft 
messen und ebenso die Änderung des induzierenden Stromes^ 
so ist diese Formel geeignet^ die Größe fi zu bestimmen. Ist 
das Solenoid auf einen magnetisch indifferenten Kern ge- 
wickelt, so gibt die Formel die Möglichheit, sehr genaue 
Normalien der gegenseitigen Induktion und der Selbst- 
induktion herzustellen; letzteres indem man N=Ni setzt. 
Wir sehen femer, indem wir nrl gleich dem Querschnitts 

des Solenoides einsetzen, daß die Formel G = — nur 

dann den Wert des Induktionsflusses richtig darsteUt, wenn 

1 T^ 

— -|- gegenüber der Einheit vernachlässigt werden kann; mit 
demselben Grade der Genauigkeit kann man dann auch die 

mittlere magnetische Kraft im Innern des Solenoides H= — ^ 

2NJ ^^ 

= setzen; führen wir wieder die Windungszahl pro 

Längeneinheit, gemessen auf der Solenoidachse, ein, so wird 

N 
n = - — , folglich H=^AnnJ ebenso wie beim langen, ge- 
raden Solenoid. Solange man sich mit ähnlichen Mittel- 
werten der Kraft H und einem Genauigkeitsgrade, der einen 

Faktor von der Ordnung (l + jt|") zu vernachlässigen ge- 
stattet, begnügt, wird nunmehr die Formel auch anwendbar 
sein auf geschlossene Solenoide von ganz beliebiger Gestalt 
oder auf sogenannte magnetische Kreise, wie sie in der An- 
ordnung der Dynamomaschinen und Transformatoren in der 
Technik angewandt werden. 

§ 59. Der einfache magnetische Kreis. 

Wir haben uns bisher auf den Fall beschränkt, daß der 
Kern, auf den das Solenoid gewickelt ist, in seiner ganzen 
Ausdehnung aus dem gleichen Material besteht, daß er also 
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etwa ein homogener Eisenring ist. Es treten dann keine 
freien Magnetismen und dalier auch gar keine Femwirkung 
und keine entmagnetisierende Kraft auf. Betrachten wir 
jetzt den Fall; daß der Eisenring durch einen radialen Spalt 
an einer Stelle unterbrochen ist, so können wir zunächst ein- 
mal als erste Annäherung annehmen^ daß dadurch die Eich- 
tung der Induktionslinien nicht beeinflußt wird^ daß also die 
Wirkung der jetzt an den Spaltflächen auftretenden freien 
Magnetismen sich lediglich in dem Auftreten neuer magne- 
tischer Kräfte im Spalt und entmagnetisierender Kräfte im 
Eisen äußert, die aber noch ganz in der Richtung der früheren 
Kräfte liegen, diese also einfach verstärken bzw. schwächen. 
Für diesen Fall müssen dann ohne weiteres die folgenden 
beiden Gesetze gelten: 1. Der Induktionsfluß muß in allen 
Querschnitten der gleiche sein, und 2. das Linienintegral 
der magnetischen Kraft längs jeder Induktionslinie ist gleich 
4:7t NJ. Es ergibt dann der Quotient aus dem Induktions- 
fluß G und dem Querschnitt 8 den Mittelwert der Induktion JB 
für jeden Querschnitt, und zwar auch für den Fall, daß der 
Querschnitt an verschiedenen Stellen verschieden groß ist. 

Die Beziehung H= — = — ^ gibt uns dann den Mittelwert 

der Kraft für jeden Querschnitt. Hat das Eisen überall den 
gleichen Querschnitt, so wird daher auch H längs des ganzen 
Eisens denselben Wert haben; dadurch sind wir imstande, 
das Linienintegral von H auszudrücken. Ist r der Radius 
des Eisenringes und d die Spaltbreite, so hat die mittlere 
Induktionslinie im Eisen eine Länge von 27tr — d und in 
der Luft die Länge d. Wir erhalten daher für den Wert 
des Linienintegrals den Ausdruck 

A7iNJ= -^d-\ ^ . 

Diese Gleichung gestattet eine Reihe wichtiger Aufgaben 
zu lösen, wenn die magnetischen Eigenschaften des Msens 
durch die Magnetisierungskurve nach § 27 bekannt sind. 
Wenn eine bestimmte Kraftliniendichte oder Feldintensität 
im Spalt erzeugt werden soll, so ist G gegeben; S ist durch 
die Dimensionen des Solenoides bekannt, sdso ist die mittlere 
Induktion B ebenfalls bekannt. Wir entnehmen dann aus 
der Magnetisierungskurve die entsprechenden Werte von ^, 
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bzw. von — p7 = — = H und kennen dann alle Teile der 

JüL b fJi 

rechten Seite unserer Gleichung, erhalten also den Wert der 
linken Seite; wir finden daher die Zahl der Amperewindungen, 
die auf das Solenoid aufzubringen ist, um die gewünschte 
Feldstärke zu erhalten. Tragen wir für eine Reihe ver- 
schiedener Werte der im Spalt gewünschten Feldstarken die 

Größen -^ d und ^ graphisch auf (siehe Fig. 27), 

so erhalten wir für das erste Glied eine durch den Koordi- 
natenanfang gehende Gerade OA, für das zweite eine der 
Magnetisierungskurve ähnliche Kurve OB. Die Summe OC 




Fig. 27. 

beider Glieder wird erhalten, wenn wir letztere nach dem 
Spiegelbild OA' von OA hin scheren. Aus der Kurve OC 
können wir dann ohne weiteres für jede Feldstärke die Zahl 
der Amperewindungen ablesen und auch umgekehrt die mit 
den verschiedenen Stromstärken zu erreichenden Feldstärken 
entnehmen. 

Es mag noch besonders beachtet werden, daß bei dieser 
Ableitung die Voraussetzung, daß die Amperewindungen auf 
dem ganzen Ringe gleichmäßig verteilt sind, durchaus nicht 
gemacht wurde; die ganze Ableitung behält genau den gleichen 
Wert, wenn die Windungen nur auf einzelne Zonen beschränkt 
sind. Nur die Zulässigkeit der ersten Annäherung, daß die 
auftretenden freien Magnetismen die Kraftlinienrichtung nicht 
beeinflussen, wird durch eine nur zonenweise Bewicklung 
mehr beschränkt. Sind jedoch die Eisenquerschnitte an den 
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Stellen, wo keine Windungen liegen, wesentlich größer, so 
daß an diesen keine nennenswerten, freien Magnetismen auf- 
treten können, so behält die Ableitung ihre Gültigkeit beL 

§ 60. Der allgemeine magnetiselie Kreis. 

Die Voraussetzung, daß durch die freien Magnetismen 
an den Spaltflächen die ßichtung der Induktionslinien nicht 
geändert wird, trifit nun im allgemeinen nicht zu, es tritt 
vielmehr im Spalt und den anliegenden Eisenteilen eine merk- 




Fig. 28. 

liehe Ablenkung der Eraftlinien ein, von der Art, wie sie in 
Fig. 28 angedeutet ist. 

Die Folge davon ist, daß, wenn wir den Induktionsfluß 
im Spalt auf einen Querschnitt von der Größe der Be- 
grenzungsflächen beziehen, der Induktionsfluß im Spalt kleiner 
ist als im Eisen. Nennen wir G den Induktionsfluß im Spalt 
und G' denjenigen im Eisen, so ist G^=vG, wo v größer 
als Eins ist. Man nennt v den Streuungskoeffizienten. Unter 
Benutzung dieses Streuungskoeffizienten läßt sich dann die 
Gleichung des vorigen Paragraphen ohne weiteres in folgender 
Form schreiben: 

A liTT ^^ , 27rr-c? vG 
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Ist der Wert von v durch besondere Versuche ermittelt, 
so ist diese Gleichung genau so zu verwenden wie die vorige. 

Wir können nunmehr auch diese Gleichung auf den 
allgemeinen Fall ausdehnen, daß nicht nur ein Spalt vor- 
handen ist, sondern daß die einzelnen Abschnitte aus Teilen 
von verschiedener Form und Material bestehen. Die Glei- 
chung setzt lediglich den Gesamtwert des Linienintegrals 
der magnetischen Kraft gleich der Summe der einzelnen 
Teüe. Es seien lofhyhfh "• ^^ Langen der einzelnen 
Abschnitte, die wir so begrenzt denken, daß auf jedem Ab- 
schnitt H als konstant gelten kann. Femer seien Vi^v^fV^ 
die Streuungskoeffizienten der einzelnen Abschnitte, bezogen 
auf den Luftabschnitt, für welchen der Induktionsfluß Gq 
bestimmt werden soll, und dessen Lange Iq ist; entsprechend 
seien 80,81,82 ... die Querschnitte und /jl^, ßi2 ... die Per- 
meabilitäten. Wir erhalten dann 

als allgemeine Gleichung des magnetischen Kreises, deren 
Anwendung nach dem Vorherigen ohne weiteres verständKch 
ist. Die Größen v werden empirisch bestimmt, indem man 
eine schmale Spule der Seihe nach über die Mitten der 
einzelnen Absclmitte bringt und jedesmal den in derselben 
induzierten Strom beobachtet, wenn die primäre Strom- 
stärke J in bekannter, für alle Absclmitte gleicher Weise 
sich ändert; die Induktionswirkungen verhalten sich wie die 
Induktionsflüsse durch die verschiedenen Abschnitte. Für 
einen schmalen senkrecht zur Mittellinie stehenden Spalt von 
der Länge d zwischen kreisförmigen Eisenflächen vom Radius r 

gibt Du Bois*) die empirische Näherungsformel v = 1 + 7 — . 

Es ist in den technischen Anwendungen vielfach Ge- 
brauch geworden, nach der Analogie mit elektrischen Er- 
scheinungen das Linienintegral der magnetischen Kraft die 
magnetomotorische Kraft zu nennen und den Induktions- 
fluß den magnetischen Strom und schließlich die Größe — ^ 
den magnetischen Widerstand. Bezeichnen wir die magneto- 

*) Vgl. Du Bois „magnetische Ejreise" p. 141. 
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motorische Ejraft mit My den Strom im Luftspalt mit Gj 
den Widerstand der einzelnen Abschnitte mit Uq, iJ^, B^^^^y 
so kann unsere Gleichung geschrieben werden: 

Abgesehen von den Streuungskoeffizienten erhalten wir 
also den Satz^ daß der magnetbche Strom gleich der 
magnetomotorischen Kraft dividiert durch die Summe der 
Widerstände ist; es ist dies also gewissermaßen das 
Ohmsche Gesetz angewandt auf magnetische Kreise. Die 
Koeffizienten v bewirken, daß die eigentlichen Widerstände 
des Materials im Verhältnis der Streuung vergrößert in 
Anrechnung zu bringen sind. 

Diese Analogie zwischen niagnetischen Kreisen und 
elektrischen Strömen bietet für Überschlagsrechnungen an 
magnetischen Kreisen große Bequemlichkeiten, zumal in- 
folge der Definition des magnetischen Widerstandes die 
Kirchhoff sehen Gesetze über Stromverzweigungen ohne 
weiteres auch auf die magnetischen Ströme zu übertragen 
sind, aber man darf dabei doch nie vergessen, daß es sich 
nur um eine ziemlich entfernte Analogie handelt, denn der 
magnetische Widerstand ist entsprechend der Größe /i ab- 
solut keine konstante Eigenschaft des Materials, worauf 
gerade das Wesentliche des Ohmschen Gesetzes beruht, und 
vor allem gibt es bei den elektrischen Strömen keine 
Faktoren, welche den Streuungskoeffizienten entsprechen. Je 
mehr man also zu genaueren Werten vordringen will, desto 
mehr wird man gut tun, die Analogie mit den elektrischen 
Strömen wieder zu verlassen und zu der ursprünglichen 
Gleichung zurückzukehren. Der Einfluß der Faktoren v 
tritt nur deswegen bei den vielen Problemen, in welchen 
Luftspalten vorkommen, wie bei den magnetischen Kreisen 
von Dynamomaschinen, so wenig hervor, weil bei diesen 
wegen der im allgemeinen sehr beträchtlichen Werte der /^ 
die Widerstände der Eisenstrecken gegenüber denjenigen 
der Luftstrecken ganz zurücktreten. 



Zwölftes Kapitel. 
Elektrische Schwingungen. 

§ 61. Entladung eines Kondensators. 

Wenn ein Kondensator von der Kapazität C zu der 
Potentialdifferenz V^—V^ geladen ist, und es werden dann die 
Belegungen durch einen Leitungsdraht vom Widerstände r ver- 
bunden, so tritt. durch diesen eine Entladung des Konden- 
sators ein. Den Verlauf dieser Entladung können wir nach 
den Ergebnissen des neunten Kapitels in folgender Weise 
berechnen. Die auf der einen Belegung des Kondensators 
vorhandene Elektrizitätsmenge ist S'=C(Fi— T^); der durch 

do 
den Draht fließende Strom ist in jedem Augenblick J= — -^ , 

und es muß stets für diesen Strom die im § 49 erhaltene 
Energiegleichung bestehen, die die Form hatte 

Hierin bedeutete e die von außen wirkende, den Strom 
erzeugende elektromotorische Kraft, die in diesem Falle 
gleich V1—V2 ist, und JE die elektromotorische Kraft der 
Induktion. Da in diesem Falle die Leitungsbahn unver- 
ändert bleibt, so ist nach § 48 E= — PfjL-jry wo P/i den 

Selbstinduktionskoeffizienten des Schließungsbogens bedeutet. 
Dividieren wir unsere Energiegleichung noch durch J, so 
erhalten wir 
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Indem wir J und Vy^—V2 durch q ersetzen, erhalten 
wir für q die Differentialgleichung 

In der Regel wird /i=l gesetzt werden können, wir 
werden es daher zunächst fortlassen, indem wir uns vor- 
behalten, erforderlichenfalls den Paktor /i zu P wieder hinzu- 
zufügen. 

Ein Integral dieser Differentialgleichung ist q^=A^^, wo 
A und h noch zu bestimmende Konstanten und e die Basis 

der natürlichen Logarithmen sind; denn es ist -^ = hÄ^* 

d^q 
und -r^ = h^A^*. Durch Einsetzen dieser Werte in die 

Differentialgleichung erhalten wir: 

Wir genügen daher der Differentialgleichung, indem wir 
Ä so bestimmen, daß der Klammerausdruck gleich Null wird; 
also erhalten wir zwei Werte für h 



r 1 r^ _ 


1 


2P ' \ 4P2 


CP' 


r 1/ »■* 


1 



^^' 2P MP2 CP' 

Demnach sind die beiden Werte q = Ae^^* und q = Pe*»' 
Lösungen unserer Differentialgleichung und die Summe beider 
q = Ae^^* + Be^* ist das allgemeine Integral derselben. Die 
beiden Integrationskonstanten A und B bestimmen wir aus 

den Anfangswerten; es ist zur Zeit i^ = 0, q= Q, «^=0 = -^. 
Folglich ist ^^ 

A + B=Q 
und 

h^A + h^B^O, 
also 
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Es sind jetzt zwei verschiedene Fälle zu unterscheiden, 
je nachdem die Wurzelgrößen in den Werten der h reell 

oder imaginär sind; ersteres tritt ein, wenn ^^-77- ist, 

4P ^ 

letzteres, wenn r < — ?^ . 

4P ^ 
Ist ^> -TT» SO zeigt die Gleichung q^Ä^^* + B^**, 

daß dann q und ebenso auch J=-^ und F^ — F2=y7 mit 

der Zeit stetig abnehmen, denn die h sind an sich negative 
Größen. In Wirklichkeit würde in diesem Falle ein 
Kondensator erst in unendlich langer Zeit voll- 
ständig entladen sein, die Kurve, die q in seiner Ab- 
hängigkeit von t graphisch darstellt, wird sich asympto- 
tisch der Abszissenachse nähern. Durch Einsetzen bestimmt 
ausgewählter Werte für (7, P und r kann man sich aber 
jederzeit leicht ausrechnen, welche Zeit erforderlich ist, da- 
mit die Potentialdifferenz T^ — Fg so weit erloschen ist, daß 
man sie praktisch nicht mehr wahrnehmen kann. 

4P 

Für den Fall, daß r<— ^ muß unsere Lösung noch 

umgeformt werden, um eine reelle Aussage zu enthalten. 
Wir setzen dazu die reelle Wurzelgröße 1/ yjp — -r-^ 
und haben daher 1/ p^ — -^ = iq) ; es wird dann 

q = e ^^ (^e*>^ + Pc-«>0- 
Jetzt ist aber bekanntlich 

e—*9>t = co&q?t — i8inq)t. 

Setzen wir diese Werte ein und fassen die reellen und 
imaginären Glieder zusammen, so wird: 

q = e ^^ [(Ä + B)ooQ(pt + i(Ä-B)sin(pt]. 
Nun ist aber nach dem Früheren 



ip.-'P, 



"1 
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Durch Einsetzen dieser Werte fällt i ganz heraus und 



es wird 



q = e 



-2P' 



«(. 



C089?^ + 



2P(p 



8iii9?n. 



Es zeigt sich also, daß jetzt q und folglich auch Vi — V^ 
und J periodische Funktionen der Zeit sind, denn hat q 
einen bestimmten Wert zur Zeit t, so nimmt der Klammer- 
ausdruck zur Zeit f den gleichen Wert an, wenn q)t—q)if^2jt 




Fig. 29. 



— TT^t 



ist. Wäre der Faktor e ^^ nicht vorhanden, so würde q 

in Zeitintervallen von der Große t — f= immer wieder 

die gleichen Werte annehmen; infolge dieses Faktors sind 
die nach Ablauf dieser Periode von q jedesmal wieder er- 
reichten Werte immer etwas kleiner, so daß der ganze Vor- 
gang sich graphisch durch eine Kurve von der in Fig. 29 
gezeichneten Gestalt darstellt. Die Kurve ist das Bild einer 
gedämpften Sinusschwingung. Die Maximalwerte werden 
erhalten, wenn die Klammergröße 



co&<pt- 



2P(p 



mi(pt = J2^ 
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ist. Das Verhältnis zweier auf der gleichen Seite liegender 
Maximalwerte^ oder das Dämpfongsverhältnis ist gleich 

rn 

e ^"P y und die Dauer einer ganzen Schwingung ist 



V i/4P 



4P 

oder, wenn wir r^ gegenüber -^ ganz vernachlässigen können, 

Diese Formel setzt ihrer Ableitung nach voraus, daß 
alle Größen im absoluten elektromagnetischen Maße gemessen 
sind. Nun sind aber im praktischen Maßsystem das Farad 
gleich 10~* und das Henry gleich 10^ absoluten Einheiten, 
also kann diese Formel für die Schwingungsdauer auch ohne 
weiteres benutzt werden, wenn in den praktischen Einheiten 
gemessen wurde. 

§ 62. Berechnung von Selbstinduktionskoeffizienten. 

Die im letzten Paragraphen erhaltenen Formeln kommen 
zur Anwendung, wenn ein Kondensator, dessen Kapazität ent- 
weder nach § 50, Band I berechnet werden kann, oder die 
durch Vergleichen mit einer bekannten Kapazität gemessen 
ist, durch ein Solenoid von bekannter Selbstinduktion ent- 
laden wird. Berechnen wir aber einmal die bei einfachen 
Dimensionen der Apparate auftretenden Schwingungsdauem, 
so zeigt sich folgendes. Wir nehmen eine Leydener Flasche, 
deren Belegung etwa 300 qcm imifaßt, mit einer Glasdicke 
von 1/2 cm und der Dielektrizitätskonstante 2, dann wird 
die Kapazität etwa 100 elektrostatische Einheiten; durch 
Division mit 9 • 10^^ bekonmien wir die Kapazität in Farad; 
also etwa 10~*^ Farad. Ein Solenoid von 30 cm Länge und 
6 cm Durchmesser und 10 Windungen pro Centimeter hat 
eine Selbstinduktion von 4:7t'^r^nH = 4.' 9 • 9 • 100 • 30 • 10"» 
00 10-~* Henry. 2^^ 2 

Die Schwingungsdauer wird also T=27i^PC-=— ^Tfj^ 9 

oder es erfolgen in einer Sekunde 0,5 Millionen ganze Schwin- 
gungen. Dies ist aber eine Greschwindigkeit der Strom Wechsel, 

Ol aasen, Theorie der Elektrizität und des Ma^etismus. IL 11 
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die nicht ohne Rückwirkung auf die Stromverteilung in der 
Leitungsbahn sein kann; denn die Strombahn kann niemals 
eine unendlich dünne Linie sein^ sondern ist stets ein Draht 
von endlichem Querschnitt. Li einem solchen Draht wirken 
aber die einzelnen Stromfäden aufeinander induzierend^ und 
zwar wird diese Liduktionswirkung auf die in der Mitte 
liegenden Fäden am stärksten sein, da sie von allen Seiten 
her gleich stark ist^ auf die Sandfaden am schwächsten. Da 
nun die Liduktion der Stromänderung stets entgegenwirkt, 
so werden die rasch wechselnden Ströme in der Drahtachse 
am wenigsten sich entwickeln können, am Eande am stärksten. 
Es wird also die Stromdichte vom Sande nach der Mitte hin 
abnehmen, und bei den enorm hohen Stromwechseln der 
oszUIatorischen Entladungen wird sogar zu erwarten sein, 
daß die Ströme sich ganz auf die äußersten Sandschichten 
beschränken werden. Es beruhte aber die Berechnung der 
Selbstinduktion des Solenoides auf der Vorstellung, daß man 
die Strombahnen ganz in der Drahtachse sich konzentriert 
denken kann, also wird für diese Verhältnisse die einfache 
Formel für die Selbstinduktion nicht mehr ohne weiteres 
zulässig sein. Um daher die Theorie prüfen zu können, ist 
es zunächst nötig, die Selbstinduktion für einfache Verhält- 
nisse unter Berücksichtigung dieser ungleichen Stromverteilung 
zu ermittehi. 

Da der Selbstinduktionskoeffizient proportional dem 
Kraft- bzw. Liduktionsfluß durch die vom Strom umflossene 
Fläche ist, so berechnen wir erst die Verteilung der magne- 
tischen Kraft um eine gerade Strombahn, wenn der Leiter 
cylindrisch ist, und die Stromdichte im Querschnitt des 
Drahtes stets zur Achse symmetrisch verteilt ist. Machen 
wir die Drahtachse zur Z-Achse, dann sind die Komponenten 
der Stromdichte: 

ex cy 
Femer sind auch die Vektorpotentiale (§ 42) 

und es wird . 

cy ' dx 
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Folglich ist /ß2jy' ßiffn 

Setzen wir jetzt r^^^x^ + y^, so haben wir 
dx dr r^ 

d^w x'^ e^w ew r 



dx^ r« dr^ ^ dr dx' 
folglich wird 

d^W , d^W d'^W 



dx^ ' dy^ dr^ 

femer ist aber auch 



dy 


dt 


• r' 
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e^w 

ör^ 


. ew 
' er 
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1 ew 

r dr 
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e ( , 
e-rV- 


dw\ 
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wenn H wieder die magnetische Kraft selbst ist^ deren 
Komponenten L und M sind. Durch Einsetzen dieser Werte 
erhalten wir: 



oder 



1 /5 
4:71 w=^— -^r-(rH) 
r dr ^ 



J27irwdr = ^rM. 





Es ist jetzt 2nrdr die Fläche einer ringförmigen Zone 
vom Eadius r, und r ist der Abstand des Punktes^ für den 
fl" berechnet wird, von der Drahtachse; folglich 2nrwdr der 

r 

diese Zone durchfließende Strom. Das Integral J2nrwdr 

ist also der Strom, welcher den zentralen Teil bis zum Eadius r 
durchsetzt. Ist a der Radius des Drahtes, so ist daher 

a 

j2nrwdr = J gleich dem Gesamtstrom. Wir haben in 



unserer Gleichung jetzt eine Beziehung zwischen der mag* 
netischen Kraft und der Stromdichte im Querschnitt eines 
Drahtes. 

11* 
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Wird der ganze Querschnitt des Drahtes gleichmäßig 
vom Strom ausgefüllt^ so wird außerhalb des Drahtes überall 

Ha = — ; im Innern des Drahtes wird Hi= — -, wenn «7^ den 

T T 

Strom darstellt^ der innerhalb der Fläche vom Sadius r fließt. 
Bei gleichmäßiger Stromverteilung ist aber J^ : e/= r^: a^^ also 

wird fli = — r— . Die magnetische Kraft außerhalb des 

Drahtes ist also umgekehrt proportional dem Badius r, geht 
man jedoch in das Innere des Drahtes hinein^ so nimmt jetzt JEf 
direkt proportional r^ ab. 

Beschränkt sich der Strom auf eine ringförmige Zone 
zwischen den Kadien a^ und a^ {<h>o,^ ^md ist in dieser 
gleichmäßig verteilt, so ist wieder ganz außerhalb des Drahtes 

lla=^ — . In der ringförmigen Zone wird J2i = — -y und 

weü jetzt J=|=|. 80 wird: fi;. = ^(r-^'). Im 

inneren Hohlraum wird JS=0. 

1. Selbstinduktion von zwei parallelen Röhren. 
Diese Ergebnisse gestatten uns jetzt den Selbstinduktions- 
koeffizienten von zwei parallelen Bohren zu berechnen, die 
von entgegengesetzt gleichen Strömen durchflössen werden. 
Es ist seiner Definition nach der Induktionskoeffizient gleich 
dem Induktionsfluß durch die vom Strom umflossene Fläche, 
dividiert durch die Stromstärke. Wir haben also diesen 
Induktionsfluß zu berechnen, dabei kann es jedoch noch 
zweifelhaft sein, welches die von den Stromröhren umgrenzte 
Fläche ist. Es seien (Fig. 30) a^ und % die Kadien der 
einen Röhre, ai, aj die Radien der andern, und b der Ab- 
stand ihrer Achsen. Legen wir die ^Achse in die Achse 
der Röhre a^ a^ und rechnen auch die r von dieser Achse 
aus, so besteht der Induktionsfluß durch eine Ebene, die 
durch die Achsen beider Röhren gelegt ist, aus zwei Teilen, 
dem Teil /iiT, der von der einen Röhre herrührt, und /zH' 
von der andern Röhre. Schneiden wir in dieser Ebene 
parallel der Z-Achse ein schmales Rechteck zwischen r und 
r + dr heraus von der Ijänge ?, so wird der Fluß durch dieses 
Rediteck gleich {[xH^ fiH')ldr sein, wenn ifund H' längs 
der ganzen Länge l konstant sind. Letzteres ist aber jeden- 
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falls der Fall, wenn die Ströme längs der ganzen Röhren 
konstant sind; wir können aber auch den Fall berücksichtigen, 
daß die Stromstärke in der Langserstreckung der Röhren 
verschieden ist, wenn nur die Änderung der Stromstärke 
längs der Röhren so langsam erfolgt, daß auf einer im 
Vergleich zu h großen Strecke von derselben noch abgesehen 

werden kann. Wir sehen nämlich, daß H= ^— = — -;r- / — dv 

er orj r^ 

ist, wo die Integration über die ganze Länge der Röhren 
zu erstrecken ist, (r^ bedeuten die Abstände zwischen den 
einzelnen Volumelementen der Röhren und dem Punkt, für 
den H berechnet wird). Offenbar werden nun die Glieder 

— um so kleiner, je weiter wir in der ^Z^Richtung fort- 
rücken, und können schließlich vernachlässigt werden. Unter 





Fig. 80. 

der Voraussetzung also, daß die Änderung der Stromstärke 
längs der Achse so langsam erfolgt, daß sie auf einer im 
Vergleich zu b großen Strecke l noch nicht in Betracht 
kommt, können wir lj(jiH-\-fiH^dr als den Induktions- 
fluß, bezogen auf die Lange l, ansehen. Die Integration über 
r ist dabei von r = o bis r = 6 zu erstrecken, denn die 
Kraft H wird vollständig berücksichtigt, wenn wir die 
Integration bei r = ö beginnen lassen, und die Unsicherheit, 
die wir begehen, wenn wir sie bei r = 6 endigen lassen, 
kann nur gering sein, wenn nur ai klein gegen 6 ist; Ent- 
sprechendes gilt für H'. Wir setzen die Permeabilität in 
der ersten Röhre gleich /a, in der andern fi' und im Zwischen- 
raum gleich ^ , und fuhren jetzt die Integration in fünf Ab- 
schnitten aus: 1. von o \A& a^] 2. von a^ bis %; 3. von % 
bis 6 — ai; 4. von 6 — ai bis h — ai] 5. von 6 — aj bis 6, 
dann ist im Abschnitt 
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Ol 

'^ r '^ al^—oJ^V o — r/ 

5 

Durch Summation dieser Teile erhalten wir den ge- 
samten Induktionsäaß durch die Fläche 

5 

Der Selbstinduktionskoeffizient eines Abschnittes von 
der Lange l von zwei parallelen sehr langen Röhren ist daher: 
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In den beiden Grenzf allen, für o, und oi gleich Null 
und für ai = a^; ai = ai, wird hieraus: 

1. Selbstinduktionskoeffizient für zwei paral- 
lele, im ganzen Querschnitt gleichmäßig vom Strom 
erfüllte Drähte bezogen auf die Länge l 



'=^<-^^+n^) 



2. Selbstinduktionskoeffizient für den Fall, daß 
die Strome sich. auf eine sehr dünne Oberflächen- 
schicht beschränken 

oder wenn ai = ai = a ist: 

P=4Z/iolog|, 

wie man leicht findet, wenn man a^=^aAl ) setzt, 

/ 1\ . . . \ nl 

logll 1 in eine Reihe entwickelt und dann zur Grenze 

n==(X) übergeht. 

Maxwell gibt in seinem Werke eine ausföhrlichere Be- 
rechnung, indem er sich von der Bedingung unabhängig 
macht, daß die Drahtdicken klein gegen h sind; die Formel 
wird analog, nur etwas verwickelter, es kommt gewissermaßen 
noch ein Korrektionsglied hinzu. Das Wesentliche ist jedoch, 
daß in den beiden Orenzfallen, die uns hauptsächlich inter- 
essieren, genau die gleichen Werte erhalten werden. 

Die Permeabilität des Materiales der Drähte hat, weiin 
die Ströme auf die Oberfiächenschichten beschränkt sind, 
auf den InduktionskoeSizienten keinen Einfluß. 

2. Selbstinduktion von zwei konzentrischen 
Bohren. Genau in der gleichen Weise kann auch die 
Selbstinduktion von zwei konzentrischen Röhren berechnet 
werden. Sind die Radien wie in der Figur 31 angedeutet 
bezeichnet, so ist die Integration über vier Abschnitte zu 
erstrecken, und zwar ist: 

1. Von bis a^: jEf'=0, if'^O. 
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2. Von a, bis o,: fiH'^-^^^'lr*-^); H"=0; 

1*2 "~" ^1 ^ ' ' 

Ol 

2Jt^ 



3. Von Og bis ttg: fi^H''=- 



fi"=0; 



«2 







Fig. 81. 



4. Von a, bis »,: ^H'J-^; ^W—^^^r'-fj; 

«8 

Durch Summation der Einzelintegrale erhalt man als 
Selbstindaktionskoeffizienten für zwei konzentrische Bohren^ 
bezogen auf die Länge l, 

P= 2iLlog^ + ^ - -/^-^log^ + -Älog?*) . 
X^ ^a^ 2 al — al ^a^ \ al — aj ^aj 
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Für den Grenzfall ^ daß die Ströme sich auf unendlich 
dünne Schichten beschränken, wird hieraus: 

P=2Z/^ologJ. 

Bei dem Übergang zu dieser Grenze fallen also wieder 
die Permeabilitäten des Leitungsmateriales vollständig heraus; 
hieraus können wir eine Probe erhalten dafür, ob dieser Grenz- 
fall bei einem Versuche vorliegt oder nicht, denn es muß 
für diesen Grenzfall für die Selbstinduktion völlig gleichgültig 
sein, ob das Drahtmaterial aus Eisen mit sehr großem fi oder 
aus einem andern Metall mit /i= 1 besteht. Für die Versuche 
mit sehr schnellen elektrischen Schwingungen zeigt sich in der 
Tat eine derartige Unabhängigkeit vom Material des Drahtes. 

3. Selbstinduktion einer einzelnen Köhre. Die 
gleiche Ableitungsweise läßt sich nicht mehr anwenden auf 
die Berechnung der Selbstinduktion eines einzelnen Drahtes 
oder einer Röhre, da dann für die auszuführenden Inte- 
grationen die obere Grenze fehlt. In diesem Falle kommen 
wir auf folgende Weise zum Ziel. Es sei die Achse der 
Röhre meder die ^Achse. Wir benutzen die Beziehung, 
daß die elektromagnetische Energie (§ 45) eines Systems 
von Strömen T=^^J(Uu + Vv + Ww)dv ist, und daß femer 
die Energie mit dem Selbstinduktionskoeffizienten durch 
die Beziehung T=^PJ^ verbunden ist, so daß also 
PJ^ = l(Uu-\-Vv + Ww)dv ist. Nehmen wir die Röhren- 
achse wieder zur Z- Achse, so wird hieraus PJ^ = j Ww dv, wo 

/w 
— dv. Wir berechnen zunächst TT. 

Es sei x'j/s^ ein Punkt der Röhre und xy0 der Punkt, für den W 
berechnet werden soll, d sei der Abstand zwischen xy0 und der 
zur ^Achse parallelen Geraden durch afy^^'. Es ist dann das 
Raumelement dv = dco d/, wenn dx dy = d(o gesetzt wird; und, 
wenn die Stromdichte zur Achse der Röhre symmetrisch ist, wird 

J J "" J J id' + {^-^)' 

Nun ist 



/■ 



]g[g'-e + iS^ + inT- 0)^] + Konst 



id^ + (e-0')^ 
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Führen wir die Integration von js?'=0 bis /=?, so er- 
halten wir 

Im Zähler kann jetzt die kleine Große d gegenüber l 
und e vernachlässigt werden^ so daß 



wird. Bei dieser Integration ist als konstant anzusehen, und 
über die verschiedenen Stromfaden rings um die Bohre herum 
zu integrieren, also für verschiedene d. Wir können schreiben: 

W^ \gA:{zl — z'^)jw dco — 2Jwlogd dco . 

"Wenn die Stromdichte in jedem Teile der Bohre als gleich 
angesehen vnrd, dann ist jwd(o = J. wXogddco läßt sich 
dann ansehen als das Potential, im gewöhnlichen Sinne der 
Elektrostatik, einer Masse wdco, deren Femwirkungsgesetz 

durch -^ dargestellt wird, also etwa das Potential eines ge- 
raden Cylinders, dessen Längenelement dco die Ladung w 
hat Wir wissen, daß die Kraft außerhalb eines solchen 
CyHnders umgekehrt proportional dem Abstände Öq von der 
Cylinderachse ist, und daß daher das Potential gleich logd 
ist. Dies gilt bis an die Oberfläche des Cylinders selbst; 
sind in unserem Falle die Ströme ganz auf die Oberfläche des 
Cylinders beschränkt, oder ist die Bohre sehr dünn, so haben 
wir den Ausdruck für W nur zu berechnen für Punkte xy^, 
die auf dieser Oberfläche selbst liegen, und für diese ist dann 

jwlogd dco = eTlog^o =* Jloga , 
wenn a der Badius der Bohre ist. Also wird: 

Den Koeffizienten der Selbstinduktion bekommen wur 
dann, indem wir dieses W benutzen, um PtP=^jWwdv zu 
berechnen. Setzen wir wieder dv^dcodz, so wird 

fww dco dz = jfw dö,|lg^fcl^ dz = eT^ Jlg^fc^ dz , 
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also 



'-A^ 



äz 

2 ^^ 






==^log-^ + ^Gg^~l)-(^-^)Pg(^-^)-l] + Kon8t 



Zwischen den Grenzen j8r = und e^^l erhalten wir 
daher für den Selbstinduktionskoeffizienten eines ge- 
raden Stromes von der Länge ?, wenn derselbe sich 
ganz auf die Oberfläche des cylindrischen Leiters 
beschränkt 

P=2i(lg| + lgZ-l) = 2z(lg^-l). 

Für den Fall^ daß der Querschnitt des Drahtes vom 
Strome gleichmäßig ausgefüllt ist^ hätten wir nichts wie oben 
geschehen^ 

fwlogd dco = Jloga 

setzen dürfen; in diesem Falle muß an Stelle von a die- 
jenige Größe treten, die Maxwell den „mittleren geo- 
metrischen Abstand des kreisförmigen Drahtquerschnittes 
von sich selbst" genannt hat, und deren Größe a' er be- 
rechnet und zu a'= 0,7788a gefunden hat. Setzen wir 
diesen Wert ein, so finden wir für den Selbstinduktions- 
koeffizienten eines gleichmäßig vom Strom erfüllten geraden 
Drahtes: 

P=2?(lg^-IogO,7788-l) = 2i(lg^ + 0,250 -l) 

= 2z(lg^-0,750). 

Dieser Ausdruck ist für einen Abschnitt l einer geraden 
Strombahn abgeleitet, in Wahrheit gibt es aber niemals einen 
solchen Stromabschnitt für sich allein, sondern derselbe bildet 
stets nur einen Teil einer längeren, geschlossenen Strombahn. 
Der Ausdruck hat daher auch seine Berechtigung nur dadurch, 
daß der Einfluß der Glieder, die sich an die beiden Enden 
von l zunächst anschließen, schon sehr schnell gegenüber der 
Summe der Glieder, die sich auf l beziehen, vernachlässigt 
werden kann; daher ist der Sinn dieses Auscbiickes der, daiS 
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er die Selbstinduktion darstellt, den der Abschnitt l auf sich 
selbst ausübt^ zu dieser Induktion kommen aber unter allen 
Umständen noch die Femwirkungen aller übrigen Teile hinzu. 
Es erscheint daher unzulässig, oiesen Ausdruck zur Berech- 
nung der Selbstinduktion einer geraden^ endlichen, sogenannten 
umgeschlossenen Strombahn anzuwenden, wie Hertz es ge- 
tan hat, denn nach unserer Auffassung hat man es in Wahr- 
heit in solchem Falle stets noch mit den Verschiebungs- 
strömen im Dielektrikum zu tun, die die Strombahn außen 
herum schließen. Die Strombahn bei dem gestreckten 
Hertz sehen Oszillator ist daher viel eher mit den Strömen 
in zwei konzentrischen ßöhren zu vergleichen; der Ausdruck 
für die Berechnung der Selbstinduktion eines solchen Gebildes 
setzt aber die Kenntnis der Stromdichten im Dielektrikum 
voraus, und daran dürfte die Berechnung der Selbstinduktion 
eines geraden Oszillators scheitern. 

4. Selbstinduktion eines Bechteckes. Die letzten 
Ableitungen können angewandt werden, um jetzt den Koeffi- 
zienten der Selbstinduktion eines Bechteckes zu berechnen; 
dazu ist zunächst für jede Seite der Induktionskoeffizient für 
sich nach der vorigen Formel zu berechnen, und dann ist 
noch die Wirkung der Induktion der entfernter liegenden 
Teile aufeinander hinzuzufügen. Für diese letztere kann 
dabei angenommen werden, wegen der geringen Drahtdicke 
gegenüber den Dimensionen des Bechteckes, daß der Strom 
linear in der Achse des Drahtes verläuft, und dann kann 

/COS€ 
dl dV benutzt 
r 

werden. Für zwei aneinanderstoßende Seiten des Bechteckes 
ist dabei cos€ = 0, für gegenüberliegende cosc=»— 1; es ist 
also nur die Wirkung der gegenüberliegenden Seiten zu be- 
rechnen. Wählen wir die Bezeichnungen nach der Figur 32, 
so ist: 



; 

/ 



r 
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femer 



+ j log(«» +y9H^ d;? + 2logjjde, 




Fig. 82. 



/^ 



dz dz' 
r 



--(l-z)\ogil-z + p^ + (l-z)^)+^b^ + {l-zY 



+ Aog{z+i¥+7^)--iW+V^ + 2zlog~ 



oder 



/"^_2„<„'.±)f±E+2(»_^i+li). 

Dieser Ausdrack multipliziert mit C08c = — 1 entspricht 
der Induktion einer Seite des Rechteckes auf die gegenüber- 
liegende; hat das Rechteck die Seitenlängen a und b, so ist 
für jedes Seitenpaar das Doppelte dieses Ausdruckes zu 
setzen, und außerdem, wenn der Strom auf der Oberfläche 
der Drähte verläuft, für jede Seite noch der Ausdruck des 
vorigen Abschnittes hinzuzufügen. Man erhalt so für den 
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Selbstindaktionskoefnzienteii eines Rechteckes: 

r bedeutet hierin den Radios des Drahtqnersdinittes. 

Für ein Quadrat^ also for a = (^ läßt sich dieser Ans- 

dmdL znsanunenziehen in P»2?Hog 2^6 L wo jetzt 

f^^Aa ^dch dem Umfang des Qnadnrfies gesetzt ist 

Ist der Drahtqnerschnitt gleichmäßig vom Strome 
erfüllt, so tritt meder, irie nnter 3, an Stelle von r der 
Wert von 0,7788 r, nnd es wird dann für das Quadrat 

P=2r{log^-l,9l|. 

5. Selbstindaktion einer Kreisbahn. Um die In- 
duktion einer Kreisbahn auf sich selbst zu berechnen, be- 
rechnen wir zunächst den Induktionsfluß, den ein Kreis vom 
Radius (a + c) durch einen konzentrischen Kreis vom 
Radius a sendet. Ein Element des ersteren sei dl und des 
letzteren df. Wenn im äußeren Kreise ein Einheitsstrom 
fließt, so erzengt das Element dl in einem Pnnkte P (siehe 

Fig. 33) nach § 44 die Kraft dH= ^^/\ Durch die Fläche 

des inneren Kreises wird also von dl der Ejraftfluß gesandt 

dG = 2dlf^QdQd», 

denn qdqd'd^ ist das Flächenelement dieses Kreises. Die 
Int^rationsgrenzen sind dabei für & zu nehmen von i^^ bis — , 

Cd 

wenn i^^ ^^^ Winkel zwischen dZ und der Tangente an den 
inneren Kreis ist; und för q von r^^=^AB bis r^ = AC 
(siehe Fig. 33). Es whd dann 



dG^Idl 



lJl^^dQd& = 2dlJBm^\og^d&. 
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Nun ist nach der Figur 

rir2«c{c + 2a), 
♦*! + ♦'2 = 2(a + c) sin* . 
Hieraus finden wir leicht: 

. ri = (a + c)8ini? + y(a + c)3sin»i?— c» — 2ac, 
rjj = (a + c)sin* — y(a + c)2 sin» i? — c2 — 2ac. 




Fig. 88. 

a 



Femer ist nach der Figur C08di=— — ; folglich 

i^j = aresin J!^ — — . Für den Fall, daß c klein gegenüber 

a ist, kann für diese Werte abgekürzt geschrieben werden: 

ri=2asini?: r^^=— — tX di = arc8inl/ — : co8i>i = l. 
^suid }l a 

Es ist dann noch über alle Elemente dl des äußeren 
Kreises zu summieren, so daß wir schließlich erhalten 

n 
2 

«1 
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Durch partielle Integration wird hieraus: ü 

G = Anal — cos* log f- 2lg<flf^— 2cosi>) 

oder ^ 

G = 4:7ra(log4 - 2 - log-^) = 4jr a(log— - 2]. 

Da diese Formel unter der Voraussetzung abgeleitet 
wurde, daß c sehr klein gegenüber a ist, so können wir sie 
auch noch als genügend richtig ansehen, wenn beide Kreise 
nicht mehr in einer Ebene liegen, wenn nur ihre Ebenen 
parallel sind, und dann c den Abstand der Peripherien von- 
einander bedeutet Wir können daher diese Formel jetzt 
anwenden für den Fall, daß die beiden Kreise die Bahnen 
von zwei Stromfaden sind, die ein und demselben kreis- 
förmigen Drahtringe angehören. Nennen wir die Quer- 
schnitte der Stromfäden dco und day' und die Stromdichte i, 
so erhalten wir die Selbstinduktion des ganzen Drahtringes, 
indem wir den obigen Ausdruck noch nach dco und dco' inte- 
grieren. Es wird dann 

Pjrs = 4naJ Y^S-^ - 2J ü'dco dco', 

wo c jetzt den Abstand zwischen dco und dco' bedeutet und 
J den Gesamtstrom. Hieraus wird 

PJ2 = ^jiaJ^logSa- 2) — AjiaJji'logcdco'. 

Das Integral ji'logcdco' ist aber dasselbe, wie wir es 
bereits unter 3 hatten, und kann daher wieder, wenn der 
Strom sich ganz auf die Oberfläche des Drahtes beschrankt, 
durch Jlogr ersetzt werden, wo r den Badius des Drahtes 
bedeutet. Es wird daher der Selbstinduktionskoeffi- 
zient eines Drahtringes für schnelle elektrische 
Schwingungen: 

P=4^a^]og-^-2J. 

Bezeichnen wir mit l die Länge des Drahtes, also 
Z = 27ra, so wird hieraus 

P=2i(logii-2)=2i(log^+logi-2)=2?(logi-l,759). 



§ 63. Elektrische Wellen an zwei parallelen Drähten. 177 

Wenn der Strom den Drahtquerschnitt voll- 
Btändig ausfüllt, ist wieder für r der Wert 0,7788 r ein- 
zusetzen, so daß dann erhalten wird 

P= Ana (log-^ - 1,750) = 2 1 (log^ - 1,509) . 



§ 63. Elektrische Wellen an zwei parallelen Drähten. 

Nachdem wir die Selbstinduktionen von Drahtleitungen 
verschiedener Form kennen gelernt haben, können wir diese 
jetzt benutzen, um die Schwingungsdauer der Entladung 
. eines Kondensators durch derartige Drahtleitungen nach der 
im § 61 abgeleiteten Formel T= 27t'jfPC zu berechnen. Da- 
bei ist dann aber noch die Voraussetzung gemacht, daß die 
Kapazität des Kondensators, wie sie nach den Formeln oder 
Meßmethoden der Elektrostatik bestimmt wird, auch für 
diese sehr schnellen, oszillatorischen Entladungen den gleichen 
Wert hat, daß also auch bei diesen schnell wechselnden 
Ladungen die Verteilung der Elektrizität auf den Be- 
legungen die gleiche ist, wie bei statischer Ladung. Von 
vornherein ist die Zulässigkeit dieser Voraussetzung nicht 
zu übersehen, es erscheint vielmehr wahrscheinlich, daß z. B. 
bei einem Plattenkondensator die Verschiebungsströme im 
Dielektrikum des Kondensators in ähnlicher Weise bei diesen 
schnellen Schwingungen sich nach dem Eande hin zusammen- 
schieben werden, wie in den Drahtleitungen die Ströme sich 
auf die Oberfläche zusammenziehen, so daß die Ladungsdichte 
des Kondensators nach dem Bande hin größer wäre, als die 
Berechnung der Elektrostatik annimmt. Cohn und Heer- 
wagen haben den Einfluß einer derartigen veränderten La- 
dungsverteilung berechnet und sind auf Grund von Formeln, 
die später noch näher zu behandeln sein werden (siehe § 70), 
zu dem Schlüsse gekommen, daß dieser Einfluß vernach- 
lässigt werden kann, solange das Quadrat des halben Um- 
fangs der kreisförmigen Kondensatorplatten gegenüber dem 
Quadrat der Größe, welche wir als Länge der elektrischen 
Welle gleich naher kennen lernen werden, vernachlässigt 
werden kann. 

Nehmen wir daher für das Folgende den Wert der 
Kapazität des Kondensators als bekannt an, so ist doch 

Classen, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. II. 12 
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weiter zu berücksichtigen^ daß der Leitungsdraht selbst 
stets eine gewisse Kapazität hat, und es kommt noch darauf 
an, ob diese Kapazität neben derjenigen des Kondensators 
noch mit in Betracht kommt. Um den Einfluß der Kapazität 
des Leitungsdrahtes kennen zu lernen^ untersuchen wir zu- 
nächst den Fall, daß ein besonderer Kondensator gar nicht 
vorhanden ist^ sondern, daß die Kapazität des Drahtes die 
einzige vorhandene Kapazität ist, und daß wir es mit zwei 
sehr langen^ parallel liegenden Drähten zu tun haben. 

Ist d der Abstand und a der Radius der beiden Drahte^ 
so ist nach § 50^ Band I^ die Kapazität eines Abschnittes 

von der Länge l dieser Drähte C= -^, und es ist die 

4log- 

Selbstinduktion des gleichen Abschnittes nach dem vorigen 
Paragraphen P=4Z/ilog— , wo Je und /i die Dielektrizitäts- 
konstante und Permeabilität des zwischen den Drähten be- 
findlichen Mediums sind. Wir wenden jetzt die schon im 
Beginn des § 61 benutzte Gleichung an Jr^E^ — E^, wo- 
bei E^ die aus der Potentialdifferenz der Ladungen an der 
Oberfläche der Drahte entstehende elektromotorische Ejraft 
ist^ und E^ die durch die Selbstinduktion bewirkte. Es ist 
dann aber, wenn die Z-Achse in der Richtung der Drahte 
liegt, V die Potentialdifferenz auf gegenüberliegenden Ab- 
schnitten der Drähte 9 und q die auf der Längeneinheit 

C a 
befindliche Elektrizitätsmenge ist, — = -^, folglich 

^ ^^^e^ , ^ dV ^^"^idi 

In dieser Form ist die elektromotorische Kraft aber noch 
in Oaußschem Maße gemessen, um elektromagnetisches Maß 

zu erhalten, müssen wir noch den Faktor -j hinzufügen; 
wir haben also -^ 

^' — T^c~di' 
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und femer ist fiir die Längeneinheit 

Zwischen J und q besteht jetzt noch die Beziehung^ 
daß die Stromabnahme längs des Drahtes allein daher rührte 
daß die Elektrizitätsmenge Äq sm der Drahtoberfläche sich 
anhäuft; dies wird ausgedrückt durch 

dz~^ dt* 

Unter Benutzung dieser Werte erhalten wir jetzt aus 
der Ausgangsgleichung durch Differentiation nach t 

dJ ,, di 1 d^J rf2ji 

In dieser Gleichung ist das erste Glied auf der rechten 

Seite jedenfalls sehr groß, weil es den Faktor -j^ enthalt; 

das zweite Glied ist ebenfalls sehr groß, weil bei den 
Kondensatorentladungen die Geschwindigkeit der Strom- 
wechsel, wie wir sahen, stets eine sehr große ist. Auf der 
linken Seite haben wir dagegen den jedenfalls sehr kleinen 
Leitungswiderstand der Längeneinheit der Drähte, wir werden 
daher eine erste Annäherung der Lösung erhalten, wenn 
wir die linke Seite gleich Null setzen. Wie weit diese An- 
näherung zulässig ist, berechnet Drude (Physik des Äthers, 
p. 389) imd gibt an, daß dies bei oszillatorischen Entladungen 

I — analog— 
stets der Fall ist, wenn |/y klein gegen = — ist, 

wo X das spezifische Leitvermögen bedeutet. Wir erhalten 

, , \ d^J d'^J 

dann aber -5-= — j-r==-37r- 
A^lzii dz^ dt^ 

Genau dieselbe Gleichung hätten wir auch für q und 
deswegen auch für Fableiten können, wenn wir die Ausgangs- 
gleichung nicht nach t, sondern nach differenziert hätten. 
Es müssen also eT", q und V alle drei in ganz gleicher Weise 
längs der Drähte verteilt sein, nur mit dem Unterschied, 
daß an einer Stelle wo q und V ein Maximum haben, J ein 

12* 
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Minimum hat und umgekehrt. Die gefundene Differential- 
gleichung ist aber genau die gleiche^ die auch in der ^^mathe- 
matischen Optik^^ (diese Samml. Band XL) in § 7 auftritt, 
ihre Lösung ist, wie durch Einsetzen sofort zu erkennen: 

WO f eine ganz beliebige Funktion darstellt. Der Sinn dieser 
Losung ist der, daß, wenn der Wert von J im Punkte zur 
Zeit t gegeben ist, dann zur Zeit f der gleiche Wert von J in 

einem Punkte / besteht, der durch jef'=;giH -=z(f—t) be- 

stimmt ist. Das heißt aber, die ganze in einem Augen- 
blick längs der Drähte bestehende Verteilung der 
Ströme, ode'r der Ladungen, oder der Potentiale wandert 
in der Eichtung der wachsenden mit der Ge- 

schwindiffkeit — p= fort. Die Größe — ;= ist aber, 

wie wir in § 53 sahen, die Geschwindigkeit, mit der sich 
das Licht in dem zwischen den Drähten befindlichen Medium 
fortpflanzen würde. Wenn durch irgend welche äußeren 
Einflüsse bewirkt wird, daß an einer Stelle der Drähte, etwa 
an dem einen Ende, periodisch mit einer ganzen Schwin- 
gungsdauer T wechselnde Potentiale auftreten, so laufen 
diese mit der Lichtgeschwindigkeit v längs der Drähte fort, 
und in dem Augenblick, wo an den Enden gerade das 

vT 
Potential Null herrscht, muß ebenfalls an den Stellen = -^ , 

vT vT 
2 "TT") 3-^... das Potential Null herrschen; man nennt 

vT 
die Größe -^ die halbe Wellenlänge der längs der Drähte 

sich fortpflanzenden elektrischen Welle. Es ist dabei die 
Welle der Ladungen und Potentiale um Y4 Wellenlänge 
gegen die Stromwölle verschoben. 

Wir können dieses Ergebnis jetzt benutzen, um zu 
prüfen, ob bei der Berechnung eines Schwingungskreises die 
Kapazität eiaes Kondensators allein genügt, oder ob die 
Kapazität der Drahtleitung zu berücksichtigen ist. Denken 
wir uns, der Schließungskreis eines Kondensators werde 
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durch zwei lange parallele Drahte gebildet, deren Enden 
zusammengeführt sind. Wenn die Entladungsschwingungen 
bestehen y so treten an den dem Kondensator anliegenden 
Drahtenden periodisch wechselnde Potentiale auf. Diese 
müssen sich nach dem vorigen mit Lichtgeschwindigkeit 
längs der Drähte fortpflanzen. Bechnen wir nun zunächst 
angenähert aus der Kondensatorkapazität alleiu die Schwin- 
gungsdauer aus, so finden wir, welche Wellenlänge sich auf 
den Drahten ausbilden muß. Ist nun die gesamte Draht- 
länge klein gegenüber dieser halben Wellenlänge, so kann 
längs der Drähte kein merkliches Potentialgefälle entstehen; 
das heißt aber, die oben mit E^ bezeichnete Kraft ist klein 
und kann unberücksichtigt bleiben. In diesem Falle ge- 
nügt also die Kapazität des Kondensators allein zur Berech- 
nung der Schwiugungsdauer. Kommt dagegen die Draht- 
länge gegenüber der Wellenlänge in Betracht, so muß 
auch die Kapazität der Drähte berücksichtigt werden. 

§ 64. Das Leehersclie Drahtsystem. 

Wir haben im vorigen Paragraphen die Länge der beiden 
parallelen Drähte, an deren einem Ende periodisch wech- 
selnde Potentiale erzeugt werden sollten, sds sehr lang an- 
genommen, so daß wir das andere Ende nicht berücksich- 
tigten; es pflanzten sich dann die elektrischen Störungen als 
Wellen mit Lichtgeschwindigkeit fort. Denken wir uns 
jetzt die Drähte an der Stelle = b durch einen Querdraht 
überbrückt. Wenn dann die Potentiale am Anfang der 
Drähte, an der Stelle ;2f = 0, jederzeit entgegengesetzt gleich 
sind, so daß völlige Symmetrie längs der ganzen Drahte 
herrschen muß, so kann diese durch das Auflegen der 
Brücke nicht gestört werden. Ist die Brücke ein sehr 
kurzes Drahtstück, so müssen aber die Potentialunterschiede 
an ihren Enden verschwindend klein werden. Während vor 
dem Auflegen der Brücke an der Stelle xf = & stets entgegen- 
gesetzt gleiche Potentiale von periodisch wechselnder Größe 
herrschten, bewirkt das Auflegen, daß nunmehr an dieser 
Stelle beständig die Potentialdiflferenz Null an den gegen- 
überliegenden Abschnitten der Drähte herrscht. Die Brücke 
ruft also ein Potential hervor, das in jedem Augenblick dem- 
jenigen der ankonmienden Welle entgegengesetzt gleich ist; 
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das heißt aber, die Brücke reflektiert die Welle so, 
daß die rückkehrende Welle der ankommenden mit 
einer Phasenverschiebung von einer halben Wellen- 
länge begegnet; damit ist aber die Bedingung dafür her- 
gestellt, daß sich auf den Paralleldrähten ein System stehen- 
der Wellen ausbildet. In diesem Falle der beiden Parallel- 
drahte können wir uns den Vorgang auch so vorstellen, 
daß die Welle des einen Drahtes über die Brücke hinüber 
der Welle des andern Drahtes entgegenläuft; wegen der an- 
genommenen Symmetrie auf beiden Drähten ergibt sich dann 
die genannte Phasenverschiebung von selbst. 

Wir hatten angenommen, daß die Länge der Brücke 
sehr klein ist Die letzte Betrachtungsweise kann man aber 
auöh noch beibehalten, wenn die Brückenlänge größere Aus- 
dehnung hat. Im Mittelpunkte der Brücke muß dann stets 
das Potential Null herrschen, und dieser Punkt ist als Re- 
jfiexionspunkt zu rechnen. Eine längere Brücke wirkt 
daher so, wie eine unendich kurze Brücke, die um 
die halbe Brückenlänge weiter vom Drahtanfang 
entfernt aufgelegt ist. 

Bei der sehr kurzen Brücke sind femer die Ladungen 
an der Auflagestelle dauernd gleich Null; die beiden jenseits 
der Brücke liegenden freien Drahtenden haben also an ihrem 
einen Ende gar keine Ladungsschwankungen, also kann sich 
über sie hinaus gar keine Welle mehr fortpflanzen. Hat 
die Brücke dagegen eine merkliche Länge, so pflanzen sich 
auch in den freien Drahtenden elektrische Wellen fort und 
man kann den Vorgang auch so ansehen, als wenn die an- 
kommende Welle an der Brücke sich teilt; ein Teil geht in 
die Fortsetzung des Drahtes, der andere in die Brücke; am 
Ende der Brücke teilt sie sich wieder, so daß ein Teil der 
ankommenden Welle entgegengeht, der andere wieder in das 
freie Drahtende, Die Welle des, andern Drahtes verzweigt 
sich in gleicher Weise und die Ubereinanderlagerung dieser 
verschiedenen Wellenzüge ergibt den ganzen Vorgang. Für 
die Berechnung der Intensitäten der verschiedenen resul- 
tierenden Wellen haben wir folgende Ausgangspunkte. Ist 
J der Strom in der ankommenden Welle, J' derjenige in 
der Brücke und J" derjenige im jenseits der Brücke liegenden 
Draht, so ist J=^J' + J'\ Ferner muß in der Brücke 
wieder die Gleichung bestehen J'r* ^^Ei — Ei, respektive 
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JEi == Ei wenn der Widerstand als verschwindend klein 
gelten kann^ wobei El die aus den Ladungen und Ei die 
aus der Induktionswirkung auf der Brücke bewirkte elektro- 
motorische Kraft ist, deren Richtung jedoch der Kraft Ei 
entgegengesetzt ist Drude bat diese Berechnung durch- 
geführt (Wied. Ann. 60) und dadurch die Zulässigkeit der 
obigen Betrachtungen auch rechnerisch erwiesen, insbesondere 
gezeigt, daß in der Tat eine längere Brücke stets ersetzt 
gedadit werden kann durch eine unendlich kurze, die um 
eine Strecke nahe gleich der halben Brückenlänge entfernter 
liegt, und daß die Intensität der in den freien Drahtenden 
auftretenden Wellen bei kurzen Brücken der Brückenlänge 
proportional sind. 




Fig. 84. 



Diese Entwickelungen gestatten uns, die Vorgänge in 
dem sogenannten Lecherschen Drahtsystem vollständig 
zu übersehen. Es seien gegeben zwei Kondensatoren Ä und 
B (siehe Fig. 34); die einen Belegungen sind durch den 
halbkreisförmigen Bügel AFB verbunden, der bei F eine 
Funkenstrecke trägt, die anderen Belegungen sind durch 
einen gleichen halbki^isf örmigen Bügel ohne Unterbrechungs- 
stelle verbunden. Der Funkenstrecke gegenüber sind bei D 
die Enden zweier parallel ausgespannter Drähte befestigt. 
Zu beiden Seiten der Funkenstrecke befinden sich die Zu- 
leitungen von einem Induktorium. Werden dem System 
von dem Induktorium her jetzt plötzliche Ladungen zu- 
geführt, so tritt durch die Funkenstrecke eine oszillatorische 
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Entladung ein; die Schwingungsdauer dieser Entladung kann 
aus der Kapazität der hintereinander geschalteten Konden- 
satoren und aus der Selbstinduktion der ringförmigen Ent- 
ladungsbahn nach § 62, 5 berechnet werden, wobei zu berück- 
sichtigen ist, daß die Lange dieser Entladungsbahn um die 
Dicke der beiden Kondensatoren kürzer als der volle Kreis- 
imifang zu rechnen ist; denn die Verschiebungsströme in 
den Kondensatoren tragen zur Selbstinduktion nur ganz 
unwesentlich bei, da sie sich auf ausgedehnte Flächen ver- 
teilen können. Durch diese oszillierende Entladung werden 
an den Enden der Paralleldrahte periodisch wechselnde 
Ladungen bewirkt, mithin in den Drahten selbst elektrische 
Wellen erzeugt. Legen wir jetzt an irgend einer Stelle eine 
Brücke über die Drähte, so tritt hier Reflexion der Wellen 
ein, und es können sich stehende Wellen ausbilden. Die 
reflektierten Wellen werden aber auch an der Stelle D wieder 
reflektirt werden und so fort, so daß sich im allgemeinen 
eine ganze Reihe gegeneinander in Phasendififerenz befind- 
licher Wellenzüge übereinander Ig^em werden. Ist jedoch 
der Abstand der Brücke von D ein Vielfaches der halben 
Wellenlänge des Schwingungskreises ADBFy so lagern sich 
die Wellenzüge gerade so übereinander, daß sie sich gegen- 
seitig verstärken, und ein einheitliches System stehender Wellen 
kommt zustande, das daran zu erkennen ist, daß eine über 
die Paralleldrähte gelegte evakuierte Röhre an den Stellen 
größter Potentialschwankungen stark aufleuchtet und an da- 
zwischenliegenden Stellen, den Knotenpunkten der Potential- 
schwankung, dunkel bleibt. Ist die Brückenstellung getroffen, 
in welcher die Vakuumröhre in der Mitte zwischen der 
Brücke und D maximal aufleuchtet, ohne daß Knotenpunkte 
zwischen Brücke und D vorhanden sind, so ist der ganze 
Umfang des Rechteckes aus den Paralleldrähten, der Brücke 
und D gleich der ganzen Wellenlänge. Da die Schwingungs- 
dauer bereits durch Rechnung bestimmt ist, so kann durch 
diese Versuchsanordnung die Portpflanzungsgeschwindigkeit 
der Wellen längs den Drähten experimentell geprüft werden. 
Ahnliche Verhältnisse wie in dem Rechteck bilden sich 
auch auf den freien Drahtenden aus. An den Enden dieser 
Drähte muß offenbar dauernd die Stromstärke J ver- 
schwindend klein sein; da aber die Stromwelle und die 
Ladungswelle durch genau dieselbe Gleichung dargestellt 
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&nd, so bewirkt die Bedingiing J= das gleiche wie oben 
die Bedingung ^ = for die sehr kurze Brücke. Das heißt^ 
an den Enden der Drähte wird die Stromwelle mit 
einer Phasenverschiebung von einer halben Wellen- 
länge reflektiert. Bei richtig abgepaßter Lange der 
freien Enden werden sich daher auch auf dieser stehende 
Wellen mit Knotenpunkten zeigen; am Ende selbst ist stets 
ein Schvnngungsbauch für die Potentialwelle. 



Fig. 36. 



Bei der Lecherschen Anordnung sind die Parallel- 
drähte mit dem primären Schwingungskreis direkt ver- 
bunden, beide Teile sind „elektrisch gekoppelt'^, im 




Fig. 36. 



übrigen kann die Anordnung mannigfach variiert werden; 
Fig. 35 zeigt eine Anordnung, bei der das Stück D der 
Primärleitung selbst als verschiebbare Brücke benutzt werden 
kann, ohne daß die Möglichkeit, die primäre Schwingungs- 
dauer zu berechnen, verioren gegangen ist. 

Von Blondlot rührt eine Anordnung her, bei welcher 
die Primärschwingung durch elektromagnetische Induktion 
das System der Paralleldrähte erregt; „die Koppelung ist 
eine magnetische". Der Primärkreis besteht aus dem 
Kondensator C und der kreisförmigen Entladungsbahn mit 
der Funkenstrecke bei F (siehe Fig. 36). Unter diesem Ent- 
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ladongskreis H^ ein Drahtring, der unter ^ in die Parallel* 
drahte übergebt; die Bra<^e A b^renzt die erste Sdiwingnng, 
die doidi Verscbieben von A aof die Primarsdiwingnng ab- 
zoatimmen ist; die Brocke B dient zom fanstellen der 
stdienden Wellen auf den ParaUeldrahten. 

Granz die analogen fiisdieinangen werden andi eibalten, 
wenn an Stelle der einfadien, genan beredienfaaren Draht- 
leitongen Spulen mit größeren Selbstindoktimien treten. 
Man eriialt dann die bekannten Tesla-Versncbey nnd zwar 
entspricht die einfache Tesla-Anordnung^ in welcher eine 
Primärspnle induktiv auf die Sekundärspule wirkt, dem 
Blondlotschen Err^er, und d^m Lecherschen Ejrr^er 
entspricht die Anordnung, die Seibt den Tesla-Yersuchen 
gegeben hat. In bezug auf die rechnerische Verfolgung 
dieser Erscheinungen muß hier jedoch auf die Arbeiten von 
Drude in Drudes Annalen Buid 9 u.lO verwiesen werden. 

Eis wird femer bei der Ausführung dieser Versuche 
eine Erscheinung sichtbar, die ganz allgemein jedem System 
von gekoppelten, schwingung^ahigeu Systemen eigen ist, 
und auch in der Akustik beobachtet wird, und die von 
M. Wien in Wied. Annal. Band 61 allgemein theoretisch 
behandelt ist. Es ist dies die Erscheinung, daß stets zwei 
Systeme, die miteinander gekoppelt sind, ihre Schwingungen 
gegenseitig beeinflussen und zwar in der Art, daß bei 
genauer Besonanz beider Systeme durch die Koppelung 
jedes System gezwungen wird, in zwei verschiedenen 
Sdiwingungsdauem zu schwingen, von denen die eine hoher, 
die andere tiefer als die Eigenschwingung ist. Je fester 
die Koppelung ist, desto weiter rücken diese beiden 
Schwingungen auseinander, so daß man aus der Differenz 
der Schwingungsdauem den Grad der Koppelung bestimmen 
kann. In der Akustik kann man dies an dem Auftreten 
von Schwebungen erkennen; bei der Blondlotschen An- 
ordnung laßt sich durch Anwendung mehrfacher Windungen 
in dem ringförmigen Teil der DrahÜeitung die Koppelung 
leicht so fest machen, daß man die beiden Schwingungen 
im Sekundarkreis durch zwei verschiedene nicht weit von- 
einander liegende EiinstelluDgen der Brücke A erkennen 
kann. Bei sehr loser Koppelung rücken die beiden Einzel- 
schwingungen so nahe zusammen, daß sie von der Eigen- 
schwingang nicht mehr zu trennen sind; daher wird die 
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Einstellung der Brücken bei allen diesen Versuchen be^ 
deutend schärfer und das Auftreten der Knotenpunkte reiner, 
je loser die Koppelung ist. 

Auch die in der Funkentelegraphie gegenwärtig ver- 
wandten Schaltungen decken sich im Prinzip mit der An- 
ordnung von Tesla oder Seibt, so daß bei der dort ver- 
wandten meist sehr starken Koppelung das Auftreten von 
zwei gleichzeitigen Schwingungen die Reinheit der Ab- 
stimmung erhebUch beeinflußt. 

§ 65. Offene Schwingangskreise. 

Bisher wurden nur solche oszillierende Entladungen be- 
handelt, bei denen der Verlauf der Stromfäden vollständig 
oder fast vollständig in metallischen Leitungsbahnen geschah; 
nur in dem kurzen Abschnitt, der durch das Dielektrikum 
des Kondensators gebildet wird, bildeten Verschiebungs- 
ströme den Schluß der Stromfäden und außerdem fand eine 
geringe Streuung von Stromfäden von den Ladungen der 
Drahtoberfläche aus statt. Das Feld, in dem elektrische 
Kräfte im Dielektrikum auftraten, beschränkte sich im wesent- 
lichen auf das Lmere des Kondensators. Granz andere Ver- 
hältniss(a treten ein, wenn wir jetzt zu sogenannten oflfenen 
Schwingungskreisen übergehen; dieselben sind dadurch cha- 
rakterisiert, daß die beiden Belegungen des Kondensators 
weit voneinander entfernt werden, so daß dieser aus zwei 
ganz getrennten Teilen besteht, und daß der ganze umgebende 
Luftraum die Stelle des Dielektrikums des Kondensators 
bildet. In diesem Falle bilden die Verschiebungsströme im 
Dielektrikum einen wesentlichen Teil der Strombahnen, und 
ihr Verlauf gibt der ganzen Erscheinung den besonderen 
Charakter. 

Wir beschranken uns auf den Fall einer geradlinigen, 
von einer Funkenstrecke unterbrochenen Schwingungsbahn, 
an deren Enden zwei Kugeln als Kondensatoren befestigt 
sind, das heißt auf den sogenannten Hertz sehen Oszillator 
(siehe Fig. 37). Um in diesem Falle die Kraftverteilung 
im umgebenden Luftraum zu berechnen, haben wir die beiden 
Systeme unserer Hauptgleichungen (Kap. 8) anzuwenden. 
Indem wir die geradlinige Schwingungsbahn in die Z- Achse 
legen, erhalten wir noch folgende Vereinfachungen. Da in 
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der Umgebung des Oszillators nur Luft sein soll^ so können 
dort nirgends Quellpunkte magnetischer Kraft vorkommen^ 
es muB daher überall 

dx dy dgs 

sein. Femer muß aber auch sowohl die elektrische wie die 
magnetische Kraft um die 2^Achse herum vollkommen sym- 
metrisch verteilt sein. Zwei Arten solcher symmetrischen 
Verteilung eines Kraftfeldes sind aber nur (lenkbar; ent- 
weder die Kraft liegt überall in den Meridianebenen durch 
die ^Achse, oder sie steht senkrecht zu derselben. Da die 
elektrischen Kraftlinien senkrecht zu den Oberflächen der 
Kugeln stehen müssen^ so müssen deshalb die elektrischen 
Kräfte überall in den Meridianebenen liegen^ und folglich 
bleibt für die magnetischen Kräfte nur übrige daß sie stets 




Fig. 87. 

senkrecht zu den Meridianebenen stehen. Dann ist aber 

JV=0 und -7. — h-?^ — = 0: dies ist aber die ausreichende 
ox oy 

Bedingung dafür (vgl. § 18, Band I), daß Ldy — Mdx ein 

vollständiges DiflFerential ist. Bezeichnen wir die Funktion, 

^ TT 

deren DiflFerential dieser Ausdruck ist, mit A -^, so können 
wir demnach schreiben 

Ldy — Mdx = Äd -^ , 

und daraus ergibt sich 

dydt cxct 

Setzen wir diese Werte in die ersten Hauptgleichungen 
(§ 41) ein, wo noch A = zu setzen ist, so wird: 



dt dxdjsdt^ 
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k 



dt eyd$dt' 

dz d«n e«n 



dt dx^dt öy^dt' 

Durch Integration nach t wird hieraus erhalten 



kZ= 



dydz ^ 



wobei die Integrationskonstanten fortgelassen wurden, da sie 
von der Zeit völlig unabhängige Konstanten sein würden 
und daher bei der Untersuchung einer mit der Zeit periodi- 
schen Erscheinung keine Rolle spielen kCunen. 

Nach der ersten der zweiten Hauptgleichungen ist dann 

^^ dt '^ dz dy' 
folglich durch Einsetzen der soeben gefundenen Werte: 

A2 g'g _ g'g ^^n d^n dAn 

^ dydt^'~eydjs^'^dx^dy'^ dy^ ~ Sy ' 
oder durch Int^ation nach y 

Auch hier müBte noch eine Integrationskonstante hinzu- 
gefügt werden, allein dieselbe kann ebenfalls gleich Null 
gesetzt werden, denn diese Konstante würde eine nur von 
z und t abhängige Funktion sein; da aber alle Komponenten 
der elektrischen und magnetischen Kräfte durch Differentia- 
tionen von n nach x und y gewonnen werden, so würde 
diese Konstante bei der Darstellung der Kräfte doch stets 
wieder verschwinden. 

Die zuletzt erhaltene Gleichung läßt uns bereits er- 
kennen (vgl. § 63), daß die betrachtete Erscheinung einen 
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Vorgang darstellen muß, der sich mit der Geschwindig- 
keit — j= im Luftraum ausbreitet. Jede Funktion 11, 

die dieser Gleichung genügt, kann eine Losung unseres 
Problems sein. Wir erhalten jetzt die elektrischen Kraft- 
linien, indem wir beachten, daß die Kraftlinien solche Kurven 
im Baum sind, deren Tangente in einem Punkte stets die 
Sichtung der in diesem Punkte wirkenden Kraft ist. Sind 
daher X, T, Z die Komponenten der elektrischen Kraft 
und dx, dy, dz diejenigen des Kurvenelementes, so ist 

dx ^dy _dz __ dg 



wenn noch q=^'^x^+ y^ gesetzt wird, und R die in der 
Xy-Ebene liegende Komponente der elektrischen Kraft ist. 
Es ist also auch Bdis — Zdg^O. Die Größe R ist aber aus 

X und Y bestimmt durch iJ = X — |- Y—, folglich wird 

durch Einsetzen der für X und Y oben gefundenen Werte 
erhalten 

Ersetzen wir die Differentiationen nach x und tf durch solche 
nach Q, so wird hieraus: 



oder 



ö ( dn\ ^ , d ( dn\ ^ ^ 



1Q I ÖQ V OQ 

folglich durch Integration 

^^ TT . 

p -T — = Konst. 

d IT 

Bezeichnen wir zur Abkürzung die Größe o-^— mit Q, 

80 genügen jetzt die elektrischen Kraftlinien der Bedingung 
Q = Konst., d. h. sie liegen in den durch diese Gleichung 
bestinunten Flachen. Wir wissen aber bereits, daß sie auch 
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in den Meridianebenen durch die Z- Achse liegen müssen^ 
also sind die Kraftlinien die Schnittkurven zwischen 
den Flächen Q = Konst. und den Meridianebenen. 

Die Größe Q liefert uns zugleich den einfachsten Aus- 
druck för die elektrischen und magnetischen Kräfte. Es 
ist nämlich ^ ^ ^n 

Q oz Q at 

Hier bedeutet H die gesamte magnetische Kraft; es ist 

H^ Vi2 + j|f2 ^jjL-^ M—, wie sich leicht übersehen läßt, 

Q Q 

wenn man bedenkt, daß H stets senkrecht zur Meridian- 
ebene steht, h und fi sind jetzt gleich Eins gesetzt. 

§ 66. AusbreitoDg elektriseher Wellen im Lnftranme. 

Um jetzt die Verteilung der Kräfte im ganzen Räume 
genauer studieren zu können, machen wir noch die weitere 
vereinfachende Annahme, daß die Funktion ü außer von 
der Zeit nur von dem Abstand r vom Mittelpunkt des Os- 
zillators abhängen soll. Der Sinn dieser Annahme ist der, 
daß die Dimensionen des Oszillators klein sein sollen gegen- 
über der Ausdehnung des Baumes, in welchem wir die 
Wirkungen untersuchen. Wir führen dann Polarkoordiaaten 
ein und setzen 

^ = rsinii>; z = rcosd^ und r^^Q^-\-z^, 

Dann wird ^^ ^ Q . ^^ _ ^ 

dg r ' dz r 

^^ ATT~^^^ ^'^ ^^n e^n , i sn e^n 

dx^ + dy^ + Sz^ " Sq^ Q Sq'^ Sz^ 

dm 2 en 

Wir haben daher die Funktion 17 so zu bestimmen, daß sie 
derGleichuDg ^ 8n 
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genügt. Dieser Gleichung genügt aber jede Funktion von 
wenn fir^t) die Gl 



der Form 77= y wenn f{ry() die Gleichung 



A^fjih- 



di^ Sr^ 



befriedigt, denn fuhren wir diesen Wert von 77 ein, so er- 
halten wir die letzte Gleichung. Damit sind wir aber auf 
die bekannte Grundgleichung der Ausbreitung der Licht- 
erscheinungen geführt (vgl. math. Optik. Diese Samml. 
Band XL, Kap. 1 u. 2) und da wir bereits wissen, daß die 
Entladungen des Oszillators periodischer Natur sind, so 
können wir für f(r, t) die einfachste Form zugrunde legen 

und schreiben /"(r, ^ = (7sin27rf-i — -^] , wenn T die ganze 

Schwingungsdauer und X die ganze Wellenlänge bedeuten; 
C ist eine Konstante. Es ist dann 



'^-T'Mi-^y 



Durch diese Form von 77 wird jetzt allen gestellten 
Bedingungen genügt, und die Diskussion dieser Lösung muß^ 
die vollständige Beschreibung des Vorganges ergeben. 

Wir erhalten zunächst 

^ en Q^ en ^77. .. 

^ dg r or er 
Durch Einsetzen des Wertes von 77 wird hieraus 

sin 2; 



«=^c 



cos2.(^-^j + - 



2n 



► sin2^. 



Durch Differentiation dieses Ausdruckes bzw. nach 
Qy z und t werden die Werte von qZy qR und qH für jede 
beliebige Stelle erhalten. Im allgemeinen werden die er- 
haltenen Werte ziemlich unübersichtlich, und es hat daher 
ihre explizite Darstellung keinen besonderen Wert; für fol- 
gende spezielle Fälle gestatten sie jedoch einen unmittelbaren 
Einblick. 
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1. In der nächsten UmgebuDg des Oszillators ist r sehr 

klein, es kann daher y gegen -^vernachlässigt werden, da- 

1 ^jit 

her wird 11= 'Csux—=-: im Zähler ist also r nicht 

r T 

mehr enthalten. Es wird dann, da aus der Potentialtheorie 

bekannt ist, daß 



'©■ 



d^n d^n d^n 

ist: X=^; r=^; Z^^. 



Die elektrische Kraft ist also hier als die Ableitung eines 
Potentiales 



TT ^^ ^.2 



¥" dAr) 



zu erhalten. Dies ist aber das Potential, welches von zwei 
Punkten erzeugt wird, die den Abstand l und die Ladung 

+ e sin —^ haben, wenn C=el ist (Vgl. das Potential eines 

Elementarmagnetes § 13.) Die Verteilung der elek- 
trischen Kraft in nächster Umgebung des Oszilla- 
tors entspricht also der elektrostatischen Fern- 
wirkung der beiden Kugeln, wenn dieselben die 

periodisch wechselnde Ladung +e8in— ^ haben und 

l die Länge der geraden, die Kugeln verbindenden 
Strombahn ist. Die magnetische Kraft wird dann 

„ j27i ^ 27t ^ sinii? 

Dies ist aber entsprechend dem Biot-Savartschen Gesetz 
die magnetische E^mft eines Stromelementes von der Länge Z, 

27t6 

dessen Intensität in Gaußschem Maße zwischen +-m- und 

2jre 
=- hin und her schwankt. 

2. In größeren Entfernungen können wir für zwei be- 
sondere Lagen die Kräfte leicht ermitteln. In der Aquato- 
rialebene durch die Mitte des Oszillators wird dz= — r^, 
dQ = dr, ii> = 90® folglich wird hier 

Classen, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. II. 13 
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JJ-O; Z= 




2n 



und 



H= 



ACAji^ 



kTr 



sin 2 



Kl-^)- 



COS 2 



''(i-^) 



2n 



In der Richtung der Z- Achse, also in der Verlängerung 
des Oszillators wird dQ^rd^y dx^dr^ ^=^0; folglich 
B = 0, H^O 



Z= 



C4 



7t 



Ar2 



cos 2 



''{j-y)- 



sin 2 



''{j-y) 



In größeren Entfernungen nimmt also die elek- 
trische Kraft in der Äquatorebene mit der ein- 
fachen Entfernung, in der Z-Achse dagegen mit 
dem Quadrat der Entfernung ab. 

3. In sehr großen Entfernungen können wir schon alle 

Glieder mit — vernachlässigen und können dann für alle 
Richtungen ^ die Elräfte darstellen. Es wird dann 






P 



smvcost 



Z = -C 



1^' 



H- 



ÄC^sin2 



2.g-4)sin*^.l 



sin^- — . 
r 
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Es ist dann ZcoBi^ + Emii9 = Q, das heißt, die Kraft 
steht überall senkrecht zu r. Die Ausbreitung ge- 
schieht dann vollständig in der Gestalt einer kugel- 
förmigen Transversalwelle, wie eine polarisierte 
Lichtwelle. Die elektrische und die magnetische 
Kraft stehen senkrecht aufeinander und schwingen 
in gleicher Phase. Die Amplitude der Schwingung ist 
am größten in der Aquatorebene, nimmt nach der ^Achse 
hin ab und verschwindet für d = ganz. 

4. Für alle übrigen Teile des Raumes gewinnen wir ein 
Bild der Verteilung der elektrischen KraMinien in einer 
Meridianebene auch ohne die Formeln auszurechnen, wenn wir 
beachten, daß die Flächen Q=»Konst. die Meridianebene in 
den Kraftlinien schneiden. Q besteht aber stets aus zwei 
Faktoren, von denen der eine nur von r abhängt und der 
andere gleich sin^^ ist. Wählen wir also für ö = Konst. 
eine Beihe bestimmter Zahlenwerte und zerlegen sie in zwei 
Faktoren, deren einen wir gleich sin^d setzen, so können 
wir durch graphische Konstruktion für den andern den ent- 
sprechenden Wert von r ermitteln. Auf diese Weise hat 
Hertz die folgenden vier Figuren 38 bis 41 för die Kraft- 

1 2 3 T 
linien in den Zeitmomenten ^ = 0,— ,y?X'^9" gezeichnet. 

Aus diesen Figuren sehen wir, wie die Kraftlinien aus den 
Kugeln des Oszillators heraustreten, sich weiter ausdehnen, 
in der Figur 40 ihre größte Ausdehnung erlangen, dann sich 
wieder zusammenziehen. Bei diesem Zusammenziehen 
tritt jedoch eine Einschnürung und schließlich eine 
Abschnürung eines Teiles der Kraftlinien ein. Nicht 
die ganzen Kraftlinien schrumpfen wieder in den Oszillator 
hinein, sondern ein abgelöster Teil schreitet unabhängig im 
Baume fort Diese Abschnürung eines Teiles der Kraftlinien 
ist der wesentliche Unterschied der offenen Schwingungskreise 
von dem in § 64 behandelten geschlossenen Schwingungskreise. 
Bei diesem letzteren kehren alle Kraftlinien wieder voDständig 
zurück, und wenn dieselben wahrend ihrer Ausbreitung keine 
leitenden Körper getroffen und durch Induktionswirkung an 
diese Energie abgegeben haben, so findet die einzige Dämp- 
fung beim geschlossenen Schwingungskreis allein durch die 
Erzeugung Joulescher Wärme im Widerstand der Leitungs- 
bahn und durch dielektrische Hysteresis statt. Bei dem 

13* 
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offenen Schwingungskreise findet dagegen beständig 
eine starke Energieausstrahlung in den umgebenden 
Baum statt; daher zeigt dieser auch stets eine sehr starke 
Dämpfung, während der geschlossene Kreis nur geringe 
Dämpfung besitzt. 

§ 67. Energiererlnst dnrch Strahlung. 

Die Energiemenge, welche infolge der Abschnürung von 
Kraftlinien wärend einer halben Schwingung in den Raum 
hinausgesandt wird, kann berechnet werden, wenn man die 
Bewegung der elektromagnetischen Energie nach § 50 be- 
rücksichtigt. Danach wandert durch jede Flächeneinheit in 
der Zeiteijiheit eine Energiemenge, die gleich dem Produkt 
aus der elektrischen und der magnetischen Kraft und dem 
Sinus des von beiden eingeschlossenen Winkels, dividiert durch 
AnA ist. Beachten wir nur die größeren Entfernungen vom Os- 
zillator, so können wir die vereinfachten Formeln benutzen und 
dann steht die elektrische und magnetische Kraft aufeinander 
und auf r senkrecht. Die elektrische Kraft ist gleich 



eZ4jr2sin2 



"(l""i) 



2^=jBcosi? — Zsini>= -— ^sin* 

wenn C^el ist, und die magnetische Kraft ist 



eU7i^Qm2 



"(l-^) . 



H^A j^^ sini?. 

Denken wir uns um den Oszillator eine Kugelfläche von 
großem Badius r gelegt, so hat eine zwischen d- und d + ^^ 
gelegene Zone dieser Kugel den Flächeninhalt 27ir^&xi'&d'&, 
es tritt also durch diese Zone in der Zeit dt die Energie- 
menge 

o 2 • <*^q Qn^eH^^\n^27i(^-^] 

— :j dt'FII= T^-^ em^'&dPdt. 

Die gesamte Energieabgabe während einer halben Schwingungs- 
dauer erhalten wir dann, indem wir über d von bis n 

T 
und über t von bis — integrieren. Die Integrationen 
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sind leicht auszuföhren und ergeben als Wert dieser Energie- 

abgäbe — ^yr — . Vergleichen wir diesen Wert mit der 

Gesamtenergie, die der Oszillator bei Beginn der Schwin- 
gungen besaß, so berechnet sich diese nach § 29, Band I, 
indem wir die beiden Kugeln des Oszillators als den ge- 
ladenen Kondensator ansehen. Da die Kapazität einer 
Kugel gleich ihrem Radius a ist, in diesem Falle aber jede 
Kugel ein Potential erhalt, das gleich der halben Potential- 
differenz beider Kugeln ist, und die Energie eines Konden- 
sators gleich der Ladung einer Belegung multipliziert mit 
der Potentialdifferenz beider Belegungen ist, so ist als 

Kapazität dieses Kondensators -^ in Rechnung zu setzen. 

Die Gesamtenergie zu Beginn wird daher gleich — , und 

d 

die Energieabgabe während einer halben Schwingung läßt 

sich schreiben ^,, . Der Faktor ^,- — gibt also 

den Bruchteil der Gesamtenergie, der bei jeder halben 
Schwingung in den Raum hinausgesandt wird. Hertz fand 
bei einem Versuch, wo er a=lö cm, Z = 100 cm gemacht 

hatte, -^ = 480 cm; daraus berechnet sich — = 0,0439 . 

War die Funkenstrecke 1 cm lang, so entspricht das einer 

Ladung der Kugeln zu einer Potentialdifferenz von etwa 

et 
120 elektrostatischen Einheiten, demnach ist e=120«-^ 

und die Anfangsenergie gleich — = 54000 , und die während 

einer halben Schwingung ausgestrahlte Energie gleich 2400. 
Ist femer die Fortpflanzungsgeschwindigkeit die des Lichtes, 
also gleich 3 • 10^® cm/sec, so wird die halbe Schwingungs- 

dauer gleich — = 5-^77^= 1,6 X 10~^ Sekunden. Eine Energie- 

abgäbe von 2400 Einheiten in dieser kurzen Zeit entspricht 
aber einer Leistung von 22 Pferdestärken; eine derartige 
Leistung müßte also dauernd mindestens produziert werden, 
wenn man die elektrischen Wellen kontinuierlich und un- 
gedämpft in dieser Stärke in den Raum hinaussenden wollte. 
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Die Dämpfung der Schwingung durch Energieabgabe ^ das 
heißt das Verhältnis des Energieinhaltes zu Beginn zu dem- 
jenigen nach einer ganzen Schwingung, betragt 1 — 2 • 0,0439 
= 0,91. In Wahrheit findet man die Dämpfung bei Ver- 
suchen noch merklich größer, da zu dieser Dämpfung durch 
Ausstrahlung noch diejenige durch Wärmeentwickelung im 
Oszillator, besonders in der Funkenstrecke hinzukommt. 

§ 68. Stehende Wellen im Luftranm. 

Die im § 66 benutzte Lösung der allgemeinen Gleichungen, 
nämlich . 

r ' 

genügte allen Anforderungen, solange die Ausbreitung der 
elektrischen Wellen im Luftraum unbegrenzt möglich ist. 
Aber diese Lösung ist nicht die einzig mögliche Lösung, 
sondern mathematisch erfüllt die gleichen Bedingungen auch 
eine Form p , v , 

r ' 

sowie jeder Ausdruck, der die Summe von beliebig vielen 
Gliedern dieser beiden Arten ist. Der Ausdruck S führte 
zu einer elektromagnetischen Welle, die vom Oszillator aus- 
geht und sich mit der Geschwindigkeit -=- ausbreitet; der 

Ausdruck ZT' würde einen entsprechenden Vorgang darstellen, 
der jedoch umgekehrt aus dem Unendlichen kommt und von 
allen Seiten her auf den OszUIator zueilt und in diesem 
verschwindet, denn, bedeutet n irgend eine große Zahl, so 
finden sich mit wachsender Zeit die gleichen Zustände der 
Schwingungen immer für Werte von r, welche die Gleichung 

r = -^{nT—t) erfüllen; d. h. mit wachsendem t wird r 

immer kleiner, die Welle rückt an den Oszillator heran. 
Für die allgemeine Angabe in § 66 hatte nur die erste 
Form n einen physikalischen Sinn, da wir den Oszillator 
als Ausgangspunkt der Erscheinung ansahen; anders werden 
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jedoch die Verhältnisse, wenn wir die Ausbreitung der 
Wellen nicht mehr als unbegrenzt möglich ansehen. Wir 
berücksichtigen nur den einfachsten Fall, daß der Oszillator 
in eine sehr große Metallkugel eingeschlossen sein soll; 
alles was über die Synunetrieverhältnisse und die Form 
von 77 in § 65 und 66 gesagt ist, bleibt dann ohne weiteres 
gültig, aber es kommt noch die Bedingung hinzu, daß jetzt 
überall in der Metallfläche die elektrischen Kräfte bestandig 
gleich Null sein müssen, da wegen der Leitfähigkeit des 
Metalles jede auftretende elektrische Kraft sofort vernichtet 
werden muß. Wir können dieser neuen Bedingung jetzt 
nur noch genügen durch die allgemeine Form 

das heißt es besteht außer der vom Oszillator ausgehenden 
Welle gleichzeitig noch eine zweite, die auf ihn zueilt; die 
ausgesandten Wellen werden an der Metallwand reflektiert. 
Damit jetzt die elektrische Kraft in der metallenen Kugel- 
fläche beständig verschwindet, muß zunächst C^ = C^ sein; 
dann wird 

Ist dann a der Radius der Kugel, so muß, damit zu jeder 

Zeit für r = a, 77=0 ist, femer —. — |-— = sein, und 
wir haben daher 

Diese Funktion genügt den gestellten Bedingungen, und 
wir sehen aus ihr, daß in der Metallfläche die Phase der 

ausgesandten Welle ^Tti-. — -^1 ist, und die der reflektierten 

gleich — -2jr(-^ =^1, das heißt die Reflexion an einer 

Metallfläche erfolgt so, daß die reflektierte um 
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eine halbe Schwingung gegen die ankommende 
Welle verschoben ist. Ebenso wie in der Metallwand^ 
verschwindet dann aber die elektrische Kraft auch in 

allen Punkten, die der Bedingung genügen - = — — , 

X 
wo n irgend eine ganze Zahl ist, oder r = a~n— , d.h. in 

allen Stellen, die um ein ganzes Vielfaches von der Metall- 
wand entfernt liegen. Es bilden sich also stehende 
elektrische Wellen aus. 

Ebenso wie die elektrische Welle wird auch die mag- 
netische Welle reflektiert, aber während die elektrische Kraft 
für große Werte von r (vgl. -F und S § 67 und JT § 66) 



F= 



em . , Qn^c 



__sm* = — ^^sm2.(^-^jcos2.^y-^jsm* 
ist, wird die magnetische Kraft 

Die magnetische Kraft hat also überall, wo die elektrische 
Kraft verschwindet, ihr Maximum, und ihre Nullpunkte 
liegen in den Schwingungsbäuchen der elektrischen Kraft. 
Während in der fortschreitenden Welle beide Kräfte 
sich stets in gleicher Phase befanden, sind ihre 
Phasen in der durch Reflexion entstandenen stehen- 
den Welle um eine Viertelschwingung gegenein- 
ander verschoben. 

Die vorstehende Ableitung machte zur Voraussetzung, 
daß in der Oberfläche der Metallwand sofort jede elektrische 
Kraft vollständig verschwinden muß, daß also das Leit- 
vermögen des Metalles unendlich groß ist. Die Reflexion ist 
dann eine vollkommene. Ist diese Annahme nicht zulässig, 
so kann die vorstehende Lösung doch noch benutzt werden, 
indem wir die vom Oszillator ausgesandte Welle in zwei 
Teile zerlegt denken, von denen der eine nach den oben- 
stehenden Formeln vollkommen reflektiert wird, wahrend 
der andere in das Metall eindringt und dort vernichtet, ab- 
sorbiert wird, oder auch eventuell die Wand durchdringt 
und sich auf der andern Seite fortsetzt. Welcher Fall im 
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einzelnen vorliegt^ wird sich daran zu erkennen geben^ daß 
bei nicht vollkommener Reflexion der erste Knoten- 
punkt nicht in der Wand sondern etwas dahinter liegt. 

§ 69. Ausbreitung der Wellen an einem geraden Draht. 

Bisher haben wir die Ausbreitung der elektrischen 
Wellen im freien Luftraum behandelt, und zwar unter der 
Voraussetzung, daß nur der Abstand r von der Mitte des 
Oszillators zu berücksichtigen ist Auch die andere Auf- 
gabe^ daß an dem einen £nde eines einzelnen, geraden 
Drahtes periodische Potentialschwankimgen erzeugt werden, 
die sich dann längs dieses Drahtes ausbreiten, ist durch die 
gleiche Behandlungsweise zu lösen. Wenn in einem geraden 
Draht elektrische Wellen sich fortpflanzen, so gelten für die 
ganze Umgebung des Drahtes die gleichen Symmetrie- 
verhältnisse wie auch im § 65 zugrunde gelegt waren; es 
muß also auch in diesem Falle durch eine Funktion 77, die 
den gleichen Bedingungen wie dort genügt, die Losung zu 
finden sein. Denken wir uns den geraden Draht unbegrenzt 
und legen ihn in die Z- Achse, so muß jetzt die Verteilung 
der E^raft in jeder Ebene senkrecht zur Z- Achse in gleicher 
Weise aus der Kraft in unmittelbarer Nähe der Z- Achse 
abzuleiten sein, da alle diese Ebenen jetzt gleichwertig 
sind. Das heißt, wenn \p die Kraft an einer Stelle in un- 
mittelbarer Nähe der J?- Achse ist, so wird die Kraft in 
der ganzen Ebene senkrecht zur Z- Achse durch diese Stelle 
durch Multiplikation von xp mit einer Funktion q)[Q) er- 
halten, die selbst nur von q abhängt, während \p nicht von 
Q sondern nur allein von z und t abhängt. Es hat also 77 
die Form 

n=xp{z,i)(p{Q). 

Nach § 65 ist aber 

^^ e^n e^n 

und 

folglich wird jetzt 
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oder ^2^ji.^X^,0_öV(^,^ Z 



dt^ dz^ <p(Qy 

Au8 dieser Gleichung entnehmen wir, daß, wenn in 
unmittelbarer Nähe der Achse an einer Stelle Z=0 ist, 
dann die Funktion xp(0y() der Bedingung 

genügt. Da aber y) von q ganz unabhängig ist, so erfüllt 
dann die Funktion ^ für diese Ordinate e stets diese 
Gleichung, d. h. dann ist Z stets gleich Null. Z ist aber 
die zum Drahte parallele Komponente der elektrischen Straft, 
und wir wissen, daß die elektrischen Kräfte, wenn das Leit- 
vermögen des Drahtes auch für die sehr schnellen Schwin- 
gungen, mit denen man es bei den oszillatorischen Entladungen 
zu tun hat, als unendlich groß angesehen werden kann, 
stets zum Drahte senkrecht stehen; bei einem vollkommen 
leitenden Draht ist also stets Z=0. Bei der Fort- 
pflanzung elektrischer Wellen längs eines geraden 
Drahtes stehen daher überall im umgebenden Baum 
die elektrischen Kräfte senkrecht zum Draht, und 
die Verteilung der Ströme und Spannungen auf dem Drahte 
hängt ab von einer Funktion, die der Gleichung genügt: 

Das heißt aber wieder, die Wellen pflanzen sich 
längs des Drahtes mit der Geschwindigkeit — -== 

fort, wo ju und Je sich auf den den Draht umgeben- 
den Isolator beziehen. Die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit längs des Drahtes ist also die gleiche wie im freien 
Luftraum. 

Kann das Leitvermögen des Drahtes nicht als unend- 
lich groß gelten, so gibt es Komponenten der elektrischen 
Kraft parallel zum Draht und dann ist die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der Drahtwellen geringer als die der Wellen 
in der Luft. 

Bei dieser Ableitung ist noch eine mathematische Vor- 
aussetzung gemacht, deren Zulässigkeit noch nachträglich zu 
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erweisen ist; es ist das die Voraussetzung, daß q>{Q) in der 
Drahtoberfläche also für sehr kleine q nicht selbst unendlich 

klein wird. Wir beweisen dies, indem wir y; = cos27r (y — "^J 

setzen, wodurch den geforderten Bedingungen genügt wird. 
Dann wird 

und folglich 

A9 J^^ ATT ^^n len ^ em 

Setzen wir noch zur Abkürzung 

so erhalten wir smieu 

oder durch Division mit y; 

gV(g) 1 gy(e) 

Diese Gleichung wird aber durch eine sogenannte 
„Besselsche Funktion^^ erfüllt und findet ihre Lösung für 
kleine Werte von q durch die Beihe 

Diese Funktion (p(q) vmd aber in der Tat für sehr 
kleine q nicht gleich Null, so daß unserer Voraussetzung 
genügt ist 

§ 70. Tertellung der Kräfte im Dielektrikum eines 
Kondensators. 

Die gleiche Rechnungsweise läßt sich auch noch an- 
wenden auf die Verteilung der Kräfte im Dielektrikum eines 
Kondensators, der aus zwei nahe gegenüberstehenden, kreis- 
förmigen, ebenen Platten besteht Legen wir die ^Achse 
senkrecht durch die Mitte der Kondensatorplatten, so gelten 
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offenbar im Dielektrikum des Kondensators wieder dieselben 
Symmetrieverhältnisse, und wenn die Platten so nahe bei- 
einander stehen, daß die Kraftlinien in dem Zwischenraum 
alle als parallel gelten können, so kommt jetzt noch für 11 
die Bedingung hinzu, daß ZT in diesem Baum von unab- 
hängig, also -^ = -^-y=»0 ist. Dann wird aber 

s^n e^n idn 

S2JJ 4^2 

imd da wieder -^— = 7m~^ ^^y ®^ genügt ZT jetzt der 

Gleichung ^ "^ 

Afuk 1 

und wenn man — ~— durch — ersetzt, und ZT durch tp{f)q^{Q) 

und durch xp dividiert, so erhält man 

dg^ ^Q de ^ x^ ^^^' 

Dies ist aber wieder dieselbe Gleichung für (p(e) wie am 
Schlüsse des vorigen Paragraphen, es wird derselben genfigt 
durch die Beihe 



. . . /2^e\» 1 ,(2neY 1 



(2.4)* 

Diese Beziehung ermöglicht uns jetzt, die Kraft Z im 
Innern des Kondensators an jeder Stelle zu berechnen. 
Aus Z ergibt sich dann aber nach § 38, Band I die Mächen- 

kZ 
dichte der wahren Ladung o = -r — auf den Kondensator- 
platten; damit erhalten wir auch die Gesamtladung des Kon- 
densators und folglich auch die Kapazität in ihrer Abhängig- 
keit von der Schwingungsdauer (vgl. § 63). Es ist zunächst 

^\ X /(2.4)2 "T 
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Auf einem Kreisring von den Radien q und Q + dg lagert 

dann die Elektrizitätsmenge 2nQdQ»o= — ^— ^ . Setzen 

wir jetzt den soeben für Z gefundenen Wert ein und inte- 
grieren von bis B, wenn B der Eadius der Kondensator- 
platten ist; so bekommen wir als Ladung einer Platte 






22 



l ;i / 2*"'"w /28.3 •••] 



Ist dann V die PotentialdifiFerenz beider Platten und d 
ihr Abstand; so ist nach den Formeln der Elektrostatik 

-=^ = Z, und die Kapazität ist ^=—rj == -^y oder ^ = — — - Z. 

Wir sehen hieraus^ daß die nach der Elektrostatik be- 
rechnete Ladung des Kondensators mit der bei den 
schnellen Schwingungen aufgenommenen Ladung 

übereinstimmen wird, wenn jf — - — J gegen Eins ver- 
nachlässigt werden kann, wobei k die auf das Dielek- 
trikum des Kondensators bezogene Wellenlänge ist. 



§ 71. Tergleichnng der Theorie mit der Erfahrung. 

Zur Bestätigung der in den letzten Paragraphen ent- 
wickelten theoretischen Ergebnisse liegt bereits eiae sehr 
große Zahl von Experimentaluntersuchungen vor, so daß es 
den Rahmen dieser Bearbeitung weit überschreiten würde, 
sollten dieselben auch nur mit einiger Vollständigkeit be- 
sprochen werden. Es sollen daher im folgenden auch nur 
die wesentlichsten Gesichtspunkte bezeichnet werden, nach 
denen die Versuchsergebnisse zu beurteilen sind, und nur 
einzelne der wesentlichsten der erhaltenen Zahlenwerte an- 
geführt werden; im übrigen muß hierin auf die bekannten 
Bearbeitungen der Experiinentalphysik und besonders auch 
auf Drudes „Physik des Äthers" verwiesen werden. 

Qualitativ findet die Theorie zunächst ihre Bestätigung 
durch die grundlegenden Arbeiten von Hertz, der den 
Nachweis der stehenden Wellen in Drähten und im freien 
Luftraum erbrachte, und dessen Versuchsanordnungen in 
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ssaMrelchen Variationen wiederholt und bereits in die Schul- 
physik übergegangen sind. Aber für die Theorie ist es von 
größter Wichtigkeit, daß auch ihre Schlüsse auf die Großen- 
verhältnisse, besonders das Verhältnis der Wellenlänge zur 
Schwingungsdauer oder die Fortpflanzungsgeschwindigkeit^ 
sich als richtig erweisen. In dieser Beziehung haben sich 
die Hertzschen Arbeiten, wie er selbst zugibt, noch nicht 
als den strengeren Forderungen genügend erwiesen. Hertz^ 
Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen 
im freien Luftraum leidet an der Schwierigkeit, wenn nicht 
Unmöglichkeit, die Schwingungsdauer des geraden Oszillators 
init Sicherheit zu berechnen, und die von ihm bestimmte 




Fig. 42. 



Wellenlänge von 480 cm entspricht nicht notwendig der 
Schwingungsdauer des Oszillators, sondern deqenigen des 
von ihm zimi Nachweis der Wellen benutzten B>esonators. 
Da die Schwingungen des geraden Oszillators, wie bereits 
gezeigt, notwendig stark gedämpft sind, so würden sie 
graphisch durch eine Kurve von der Gestalt der Fig. 42 
sich darstellen. Eine solche Kurve läßt sich aber nach 
Fourier stets als eine Summe von einer Menge von ein- 
zelnen Sinusschwingungen darstellen, und so konmit es, 
daß eine Reihe verschiedener Resonatoren auf den Oszil- 
lator ansprechen, und um die Schwingungsdauer der durch 
den B>esonator nachgewiesenen Wellen festzustellen, müßte 
man die Schwingungsdauer des Resonators berechnen. Dies 
war aber bei den Hertzschen Resonatoren wegen der Un- 
bestimmtheit der Endkapazitäten nicht möglich. 
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Allen Anforderangen der Theorie genügende Yersuche 
sind von Cohn und Heerwagen*) und von Blondlot**) 
am Lecherschen Drahtsystem ausgeführt Erstere fanden 
die theoretischen Gresetze der Schwingungen an diesem 
Drahtsystem in voller Übereinstimmung mit der Erfahrung^ 
wenn aJs Fortpflanzungsgeschwindigkeit die Lichtgeschwindig- 
keit angenommen wiu*de. Letzterer führte eine Eeihe von 
Messungen der Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach folgender 
Überlegung aus; die Wellenlänge in dem Drahtsystem wurde 
ermittelt durch den Abstand zweier Brücken auf den 
Lecherschen Drahten, und die Schwingungsdaner berechnet 
aus der Schwingungsdauer eines Besonators, der aus einem 
Drahtrechteck mit angehängter genau meßbarer Kapazität 
bestand, und der in der Nähe der Lecherschen Drähte 
zum Mitschwingen kam. Ist die magnetische Koppelung 
zwischen den Lecherschen Drähten und dem Eesonator 
lose genug, so daß beide möglichst ihre Eigenschwingung 
geben können, so muß auf diese Weise ein sehr zuver- 
lässiger Wert der Fortpflanzungsgeschwindigkeit gefunden 
werden, und so fand denn Blondlot in elf verschiedenen 
Versuchen, in denen alle Dimensionen weitgehend variiert 
waren, in guter Übereinstinunung untereinander für die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der Wellen an in der Luft aus- 
gespannten Drahten den mit der Lichtgeschwindigkeit sehr 
gut übereinstimmenden Wert von 2,976*10^^ cm. 

Diese Yersuche bestätigen zunächst nur die Theorie des 
Lecherschen Drahtsystemes; da diese Theorie jedoch nur 
auf der Voraussetzung ruht, daß die Kapazität und die 
Selbstinduktion von parallelen Drahten einander reziprok 
sind (vgl. § 63), so ist hiermit noch nichts für die speziell 
Maxwell sehe Theorie gewonnen, denn diese Voraussetzung 
wird auch aus den älteren Femwirkungstheorien erhalten. 
Wesentlich für die Maxwell sehe Theorie ist, daß nun die 
Fortpflanzung der Wellen längs den Drähten mit derjenigen 
im freien Luftraum übereinstimmt Auch hierin lassen die 
eigenen Versuche von Hertz noch im Stich, dieselben 
scheinen durch Störungen des umgebenden, nicht hin- 
reichend ausgedehnten freien Raumes getrübt. Am voll- 



*) Cohn und Heerwagen: Wied. Ann. 43, S. 343. 
**) Blondlot: Joum. d. Phys. 
Classen, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus, ü. 14 
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Btandigsten ist diese Frage wohl von Sarasin und de la 
Rive*) untersucht. Dieselben verglichen die Wellenlange, 
welcher ein Resonator im Lech ersehen Drahtsystem ent- 
sprach, mit deijenigen, welche derselbe Resonator im freien 
Luftraum nachwies. Die Max well sehe Theorie fordert för 
beide Wellen dieselbe Größe, und Sarasin und de la Rive 
konnten diese Übereinstimmung wenigstens bis auf 1,5 ^j^ 
im Mittel nachweisen. 

Ein weiterer Schluß der Theorie ist der, daß die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der Wellen in verschiedenen Medien 
sich umgekehrt wie die Quadratwurzeln der Dielektrizitäts- 
konstanten verhalten müssen. Dieser Schluß wird geprüft, 
indem man die Lecher sehen Drahte in verschiedene, iso- 
lierende Flüssigkeiten eintaucht und die dadurch bewirkte 
Änderung der Wellenlängen beobachtet. Auch die zu diesen 
Schwingungsdauem gehörenden Dielektrizitätskonstanten der 
Flüssigkeiten kann man im Lech ersehen Drahtsystem er- 
mitteln, indem man an das Ende der Drähte einen Kon- 
densator anhängt und die Flüssigkeit als Dielektrikum des 
Kondensators benutzt. Aus der Änderung der Kapazität 
des Kondensators ergibt sich die Dielektrizitätskonstante. 
Es hat besonders Drude**) sorgfältige Bestimmungen des 
lelektrischen Brechungsexponenten in dieser Weise angestellt 
und mit den durch andere Beobachter erhaltenen Werten 
der Dielektrizitätskonstanten verglichen. So wurde gefunden, 
wenn n den Brechungsexponenten bedeutet, 



für 


n« 


h 


"Wasser 


80,9—80,0 


79,7—80,2 


Methylalkohol 


32,7—34 


33,2 


Äthylalkohol 


25,9 24,8 


24,4—23,0 


Anilin 


7,38—7,5 


7,14 


Athyläther 


4,25 


4,42 


Benzol 


2,25 


2,26 



In betreff der bei anderen Substanzen auftretenden 
Anomalien und ihrer Deutung muß auf Drudes Original- 



*) Arch. de Gendve (3), 22, p. 282; 23, p. 113. 
**) Wied. Annal. 58, S. 1. 
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arbeiten^ sowie auf die später erscheinende Elektromagnetische 
Lichttheorie dieser Sammlung verwiesen werden« 

Die Übereinstimmung zwischen der Theorie und dem 
Experiment ist also auch hier eine sehr vollkommene. 

Das Verhältnis der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in 
Luft und einem festen Körper bestimmte auch Hertz*), 
indem er elektrische Wellen durch einen Hohlspiegel in ein 
schmales Bündel konzentrierte und ein großes Pechprisma 
durchsetzen ließ. Aus der Ablenkung wurde auf den 
Brechungsindex geschlossen, und, da dieser dem Verhältnis 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten entspricht, so mußte er 
gleich der Quadratwurzel aus der Dielektrizitätskonstanten 
des Pechklotzes sein, was sich auch mit genügender An- 
näherung ergab. 



*) Hertz, Wied. Ann. 36, S. 769. 
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Wechselströme. 



§ 72. Allgemeine Eigensehaften der Wechselströme. 

Bei der Behandlung der bei oszillatorischen Entladungen 
auftretenden elektrischen Ströme sind wir bereits mehrfach 
auf Ströme geführt worden, die durch die Form eT'oosw^ 
oder J sinnt darzustellen waren; da derartige Ströme, nur 
mit wesentlich geringerer Zahl der Stromwechsel in der 
Sekunde, auch in der Technik eine sehr wichtige Bolle 
spielen, so verdient ihre theoretische Behandlung unsere 
besondere Aufmerksamkeit. An sich ist es dabei offenbar 
gleichgültig, ob wir einen derartigen Strom durch den Cosinus 
oder den Sinus darstellen, da man durch Wahl eines andern 
Anfangspunktes der Zeit stets die eine Form auf die andere 
zurückführen kann; im folgenden wird in der Regel die 
Form eT'cosn^ benutzt werden. 

Stellen wir uns die einzelnen Werte eines derartigen 
Stromes graphisch dar, indem wir die Zeit als Abszisse und 
die Größe Jco&nt als Ordinate auftragen, so erhalten wir 
eine Kurve von der Fig. 43. Die Kurve beginnt für i^ = 
mit Oä = J, fällt dann, indem sie die konkave Seite der 
X-Achse zukehrt, schneidet die X-Achse, erreicht den größten 
negativen Wert, der gleich — J ist, um dann wieder zu 
steigen. Offenbar zerföllt die Kurve in eine Reihe sym- 
metrischer Aste und die zwischen diesen Asten und der 
X-Achse abgegrenzten Flächen sind alle einander kongruent. 
Greifen wir irgend einen Wert J'cosn^ heraus, so erreicht 
die Kurve stets genau den gleichen Wert und hat auch 
zugleich die gleiche Neigung gegen die X-Achse, wenn 
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271 

nt^ — ni^=2n ist, oder ^ — ^= — =T. Diese Größe T 
heißt die Schwingungsdauer oder Dauer der vollen 
Periode; ihr reziproker Wert ^r— heißt die Frequenz des 
Wechselstromes; das Doppelte der Frequenz, also — , ist 

TT 

die Wechselzahl, weil diese Zahl angibt, wie oft der 
Strom aus der positiven in die negative Sichtung übergeht. 
Die Größe J stellt den Maximsdwert des Stromes dar, 
eT'coswi^ den Momentanwert. Um Verwechselungen vor- 




Fig. 4a 



zubeugen, sollen im folgenden stets die Maximalwerte mit 
eT" bezeichnet werden, so daß J= Jcosnt stets den Momentan- 
wert darstellt. Die Größe nt=2ji-= nennt man die Phase 

des Wechselstromes, wobei jedoch vorausgesetzt ist, daß 
bei einem einzelnen Wechselstrom die Zeit von einem Punkte 
an gerechnet ist, in welchem der Strom gerade Null ist und 
in positivem Sinne anschwillt, und daß t<T ist. Da dann 

-= ein echter Bruch und 2^1 gleich 360^ ist, so erscheint 

die Phase stets als ein bestimmter, in Graden 
zwischen 0® und 360^ zu messender Winkel Haben 
wir zwei Wechselströme gleicher Periode, so befinden sich 
dieselben in gleicher Phase, wenn die Kurven beider gleich- 
zeitig die ^Achse in gleichem Sinne schneiden. Sclmeidet 
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der eine diese Achse in demselben Sinne um die Zeit t 

später als der andere, so heißt 27r^ die Phasendifferenz 

beider Ströme; auch diese kann als Winkel in Graden 
zwischen 0^ und 360® gemessen werden. Für die Bestim- 
mung der Phasendifferenz ist die Wahl des Nullpunktes 
der Zeit gleichgültig. 

unter dem Mittelwert eines Wechselstromes über 
eine bestimmte Zeit ^ — ^ versteht man das arith- 
metische Mittel aus den einzelnen Werten während 
der Zeitelemente dt, also die Größe 
4i 



¥ 



jJco6ntdt = —j2 TT(sinw^ — sinw^). 



Für die Dauer eiaer vollen Periode ist dieser Mittelwert 
stets gleich Null. Für eine halbe Periode, gerechnet 
zwischen zwei Punkten, in denen der Strom Null ist, ist 

2 

der Mittelwert Jf=« — J. 

n 

Unter effektivem Werte einer alternierenden 
Größe versteht man die Quadratwurzel aus dem 
Mittelwerte der Quadrate von allen den Werten, 
die die alternierende Größe während einer vollen 
Periode annimmt Der effektive Wert eines Wechsel- 
stromes ist also gegeben durch 

J2,= jT/^*cos2wi^d< = ^|— sinw^cosw^+|n=y 

t i 

oder y 

§ 73. Analytische Behandlung. 

Den Ausgangspunkt der Berechnungen von Wechsel- 
stromvorgängen bildet in den meisten Fällen die aus der 
Energiegleichung des § 49 herrührende Beziehung zwischen 
den elektromotorischen Kräften, wie sie auch in § 61 benutzt 
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wurde. Nach dieser Gleichung ist, wenn E der Momentan- 
wert einer in einem Stromkreise von außen wirkenden elektro- 
motorischen Kraft ist, und L der Selbstinduktionskoeffizient 
der Leitungsbahn, W der Widerstand, C die Kapazität eines 
zwischengeschalteten Kondensators und J der Momentan- 
wert des Stromes: 



^-'^^+^%+M'^'*- 



Es handelt sich also um die Summierung von perio- 
dischen Größen und ihren Differentialquotienten und Integral- 
werten. Bei derartigen Rechnungen erzielt man meist eiue 
wesentliche Vereinfachung, wenn man von den bekannten 
Beziehungen Gebrauch macht: 

cosrc = ^(e*"^ + e-«'^) ; i8ina? = -|-(c*'* — a-«'*), 
e»'» = cosrc + i siax ; e~** = coso? — i sina; . 

Setzt man z. B. den Wechselstrom 

Jcos nt=^ Jie^*^ + e-*^^ , 
so kann man zunächst die ganzen B>echnungen für den 

Wert Je»**' allein ausführen. Man hat dadurch den Vorteil, 

j j- /* 1 

daß -TT = inJ und / Jdt = t- eT" wird, und daß dadurch 

dt J tn ^ 

die obengenannte Gleichung eine einfache algebraische Form 
erhält. Hat man dann auf diese Weise für die eine Hälfte 
des Stromes eine Lösung gefunden, so wird dieselbe im all- 
gemeinen für die zu bestimmende Größe E einen komplexen 
Wert ergeben von der Form ^i = (Jf+i-N)e»'*»^ Genau die 
analoge Rechnung läßt sich dann aber auch für die andere 
Hälfte Je"**** durchführen, und man übersieht, daß diese 
sich nur dadurch von der vorigen unterscheidet, daß i durch 
— i ersetzt wird. Man erhält daher A^ = {M— iN)er-**^* und 
das schließliche Resultat wird: 

dl 

= 3f (e»»»' + e— "0 + i-^i^C«'**^ — ^*'**0 
= jlf cos n^— JN'sin n^ = ^M^ + N'^ cos {nt+e) , 
wenn ^ , N 
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gesetzt wird, oder 

M . N 

C08g=-7= , 8in€ = - 



Es genfigt also stets^ die Eechnung mit dem 
Werte Jef^^ allein durchzuführen. Aus den dadurch 
erhaltenen Werten M und N setzt sich die resultierende 
periodische Funktion in der Weise zusammen^ daß 



A = yjf2 + JV2cos \nt + arc tg - 



ist. Die Rechnungsweise wird deutlich werden^ wenn wir 
sie auf den einfachsten Fall anwenden ^ daß die Sunmie 
der beiden Wechselströme eTicosw^ und e72C08(wi^+ d) 
gebildet werden soll. Wir rechnen zunächst nur mit den 
beiden Hälften 

J^=j^^ni und J2 = J3e»(-'+*) 

und erhalten als Summe J^ + J<^ = (Ji+J2^^)^*^*} um den 
reellen und imaginären Teil zu trennen, benutzen wir 

e«'* = cos 1? + i sini? , 
dann wird: 

e/"^ + J2 = (J^ + Jg cos d + i J2 ßii^ *) «'-S 
also ist 

Jf = Ji + e/g cos d ; ^ = e72 sin d , 

und folglich 

Dieser Wert ist also der Maximalwert oder die Amplitude 
des resultierenden Stromes, und die Phasenverschiebung des- 
selben gegen den Strom J^co^nt ist bestimmt durch den 

Winkel „ . 

e7«sini? 
arctg= — ^r== . 

Jl + <^2 cos d 

Wir sehen aus dieser Eechnung ohne weiteres, daß 
die Sunmie zweier Sinusströme gleicher Periode wieder einen 
Sinusstrom von derselben Periode ergibt. In gleicher Weise 
läßt sich die Rechnung auf die Summierung beliebig vieler 
Ströme ausdehnen. 



§ 74. Graphische Darstellung. 

74. Gfraphisehe Darstellung. 



217 



In vielen Fallen bekommt man auch ohne Ausführung 
von Rechnungen einen Einblick in die Verhältnisse, indem 
man sich einer einfachen, graphischen Darstellung bedient. 
Die beiden Größen^ die an einem Wechselstrom bekannt sein 
müssen, sind die Amplitude und die Phase. Da letztere 
sich als Winkel ausdrücken laßt^ so kann man Polarkoordi- 
naten anwenden^ indem man die Amplitude als Badiusvektor 




Fig. 44. 

aufträgt und die Phase von einer festgelegten Anfangslinie 
in bestimmtem Drehungsinne (in der Figur 44 im Sinne des 
Uhrzeigers) rechnet. 

Der Momentanwert der Stromstärke ist dann durch die 
Projektion OJ?' des Radiusvektors OB = J au£ die Anfangs- 
richtung OÄ dargestellt. _ __ 

Die Summe zweier Ströme J^^ cos nt und efg cos(wi^ + i?) 
wird IQ dieser Darstellung erhalten^ indem man die Projektionen 
von OB = Ji, und OC^^J^ auf OA addiert. Da nun in 
einem Parallelogramm die Projektion der Diagonale stets 



218 Dreizehntes Kapitel. Wechselströme. 

gleich der Summe der Projektionen der .beiden Seiten ist, 
so wird der Momentanwert OD' des Summenstromes auch 
erhalten^ indem wir die Diagonale OD des Parallelogranmis 
BOGD auf OA projizieren; es ist also 0D'= ODcobD'OD. 
Da nun die Strome J^ und J2 gleiche Periode haben ^ so 
drehen sich die Vektoren OB und C mit gleicher Winkel- 
geschwindigkeit , folglich behält auch das ganze Parallelo- 
gramm BO CD bei der Drehung seine Gestalt bestandig bei 
und die Summe OD' der Amplituden beider Ströme ist stets 
aus dem mit der gleichen Geschwindigkeit rotierenden Vektor 
OD durch die Beziehung OD'^ODco&D'OD verknüpft. 
Es zeigt sich also^ daß auch die Summe zweier Ströme 
gleicher Periode die Darstellung eiaes Sinusstromes ergibt, 
dessen Amplitude durch OD und dessen Phase durch D'OD 
gegeben sind. Aus der Figur ergibt sich dann 

0D = ]/7? + ^ + 2JiJ2Cosd, 

und die Phasenverschiebung e zwischen OD und OB be- 
rechnet sich durch 

Ji sin.B2)0 _ sin(^-€) 

j^ sin BOD sin« 

und hieraus 

Jo sru d 
tgg = _ ^_ . 

Ji + J2 cos d 

Wir erhalten also völlige Übereinstimmung mit den im 
vorigen Paragraphen durch Eechnung gefundenen Werten 
und schließen allgemein^ daß im Vektorendiagramm die 
Sinusfunktionen sich einfach nach Art des Parallelo- 
gramms der Kräfte zusammensetzen lassen. 

Die bei den Induktionserscheinungen auftretenden 
elektromotorischen Kräfte hängen stets von der Änderung 

der Stromstärke, also von -r- ab. Ist nun J= Jcosnt, 
so wird ^* 



-— . ^-^njQinnt^nJcos 
at 



Kr)- 



Will man daher die elektromotorischen Kräfte der 
Induktion mit den ursprünglich vorhandenen in dem gleichen 



F= — 7^sinn< = — ^^cosfni^ — -^ j. 
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Diagramm einzeichnen, so hat man sie mit einer Phasen- 
voreilung von 90^ einzutragen. 

Ist in einen Stromkreis ein Kondensator von der Kapa- 
zität C eingeschaltet, so bewirkt der Strom eine Ladung des 
Kondensators zu einer Potentialdifferenz V, die dann selbst 
als neue elektromotorische Kraft der vorhandenen entgegen- 
wirkt. Da die Ladung des Kondensators gleich VC ist, 
so ist 

J^C^ oder V=^fjdt. 

Ist wieder J=Jcoant, so wird 
7 

w — '~W 

Die durch einen Kondensator bewirkte elektro- 
motorische Kraft ist also im Diagramm der elektro- 
motorischen Kräfte mit einer Phasenverzögerung 

von — einzutragen. 

§ 75. Stromkreis mit Selbstlndiiktion und Kapazität. 

Mit diesen Hilfsmitteln ist es jetzt leicht, die wichtig- 
sten in der Wechselstromtechnik vorkommenden Erschei- 
nungen aufzuklären. Wir berechnen zunächst die elektro- 
motorische Kraft, die erforderlich ist, lun einen Wechselstrom 
von bestimmter Stärke in einer Strombahn zu erzeugen, in 
welcher außer dem Leitungswiderstand eine Selbstinduktion 
und eine Kapazität vorhanden ist. Den Ausgang bildet die 
bereits mehrfach benutzte Gleichung 



^=«^^+^f+y«^'^'- 



Nach der analytischen ^chnungsweise rechnen wir zunächst 
mit dem Strom «7'^=J «•'»•' und erhalten 
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Diese Gleichung entspricht genau der Beziehung zwischen 
elektromotorischer Kraft und Stromstärke, wie sie für Gleich- 
strom durch das Ohmsche Gesetz ausgedrückt wird, wenn 
an Stelle des Leitungs- oder Ohm sehen Widerstandes die 

Größe a = W+ iynJP ^^ j gesetzt wird. Man nennt a den 

Widerstandsoperator; derselbe tritt in der Eechnung mit 
komplexen Größen beim Wechselstrom an die Stelle des 
Ohm sehen Widerstandes und stellt dadurch alle aus dem 
Ohm sehen Gesetz folgenden Beziehungen auch für Wechsel- 
ströme vollständig her. Nach § 73 erhalten wir die ent- 
sprechenden Werte in reellen Ausdrücken, wenn wir 

y "PP'2_|_ (|jP ^j =^ setzen; dann ist die gesuchte elek- 
tromotorische Kraft E=^qJ. Die Größe q heißt der schein- 
bare Widerstand oder die Impedanz des Stromkreises, 

während nP 77 auch der induktive Widerstand oder 

nC 

die Eeaktanz genannt wird. Die Phasenvoreilung zwischen 

der elektromotorischen Kraft und dem Strom J ist durch 

«p-J- 

, nC , n^PC-1 

arctg ^ ==arctg ^^^ 

w 

oder auch arccos — bestimmt Durch diese Beziehungen 

kann man natürlich gleich gut die elektromotorische Ejraft 
berechnen, die den Btrom J erzeugt, wie den Strom be- 
rechnen, der durch eine gegebene elektromotorische Kraft 
erzeugt wird. 

Nach der graphischen Methode gelangen wir zu den 
gleichen Ergebnissen, wenn wir zunächst die Größe JW'^OÄ 
als Vektor in beliebiger Phase im Diagramm einzeichnen 
(Fig. 45). Auf einem Vektor senkrecht zu diesem ist die 
Größe nPJ=OB aufzutragen, und zwar nach der Seite, 
daß nPJ im Drehungssinne vor JW um 90<^ voreilt; denn 
nach dem vorigen Paragraphen ist die durch die Selbst- 
induktion des Stromkreises bewirkte, dem Zustandekommen 
des Stromes entgegenwirkende elektromotorische Kraft diesem 
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stets um 90^ voraus. Auf dem gleichen Vektor aber gegen 
OA um 90^ zurückliegend^ also von B aus in der Sichtung 

nach hin ist dann die Größe —T^eT" =-50 aufzutragen, so 

/ 1 \ - 
daß GO=^\nP ^1 J wird. Setzt man dann 0(7 und OJL 

zum Parallelogramm CO AB zusammen, so stellt die Dia- 
gonale OD dieses Parallelogranmies die gesuchte Kraft E 
in Größe und Phase dar, die den Strom J erzeugt. Aus der 




Fig. 45. 



Figur erhalten wir wieder ohne weiteres die gesuchte Größe 
und als Phasendifferenz zwischen E und JW den Wert 



wP- 



arctg- 



nC 



W 



Wir können jetzt drei Fälle unterscheiden: 

1. —^ <nP: der Einfluß der Selbstinduktion überwiegt, 

im extremen Falle —77 = oder (7= 00, d. h. es ist gar 

kein Kondensator vorhanden, die Leitungsbahn ist voll- 
ständig geschlossen. Die elektromotorische Kraft eilt dann 
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in der Phase dem Strom voraus, bzw. der zustande 
kommende Strom liegt in der Phase hinter der wir- 
kenden Kraft zurück. Der scheinbare Widerstand 
ist stets großer als der bei Gleichstrom allein zu 
berücksichtigende Ohmsche Widerstand; die Reak- 
tanz ist positiv. 

2. — 77> ^P* die Wirkung der Kapazität überwiegt, im 

extremen Fall ist P = 0, d. h. eine Selbstinduktion tritt in 
der Leitungsbahn nicht auf. Jetzt eilt der erzeugte Strom 
der wirkenden elektromotorischen Kraft in der 
Phase stets voran; die Keaktanz ist negativ, aber 
der scheinbare Widerstand oder Impedanz ist auch 
diesmal größer als der Ohmsche Widerstand. 

3. \ = nPy oder, da n = ^ ist, r=27rl/PÜ: in 

nC T ' 

diesem Falle sind der scheinbare und der Ohmsche Wider- 
stand einander gleich; elektromotorische Kraft und Strom 
sind in gleicher Phase. Ist dann noch W sehr klein 
gegenüber wP, so ist nach dem vorigen Kapitel, § 61, 
T die Periode der Eigenschwingung des aus Selbstinduktion 
und Kapazität gebildeten Schwingungskreises. In diesem 
Falle befindet sich also die von außen periodisch wir- 
kende Kraft in Resonanz mit der Eigenschwingung 
des Systems, und dadurch wird es verstandlich, daß bei 
sehr kleinem W bereits eine sehr geringe Kraft JS ausreicht, 
um einen starken Strom J zu unterhalten. Die Kraft E 
hat dann nur die Aufgabe, die aus Joule scher Wärme 
entstehenden Verluste zu ergänzen, während im übrigen 
der Wechselstrom J sich nach Art schwingender Systeme 
selbst erhält 



§ 76. Stromyerzweigiingen. 

Betrachten wir nicht die ganze geschlossene Leitungs- 
bahn, sondern nur einen TeU derselben, so tritt ain den 
Enden dieses Abschnittes eine Potentialdifferenz V auf. Da 
unsere Ausgangsgleichung die Beziehung zwischen den 
Momentanwerten darstellt, und ffir diese selbstverständlich 
das Ohmsche Gesetz gelten muß, so lautet die Ausgangs- 
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gleichung für einen Stromabschnitt 

WO jetzt J? die in diesem Abschnitt wirkende äußere elektro- 
motorische Kraft ist. 

Führen wir wieder die Rechnungsweise mit komplexen 
Variablen ein, so wird 

r,+i:, = [w+i[nP-^)]j,=aJ„ 

und, wenn wir ein System beliebig verzweigter Leitungs- 
bahnen haben und diese Gleichung auf jeden Abschnitt 
zwischen zwei Verzweigungspunkten anwenden, so erhalten 
wir beim Umkreisen eines in sich zurückkehrenden Leitungs- 
weges 2Ex=2aJ^j d. h. es gilt das zweite Kirch- 
hoff sehe Gesetz. (Vgl. Band I, § 66.) Da außerdem für 
die Momentanwerte in jedem Verzweigungspunkt das erste 
Kirchhoff sehe Gesetz 2J^=^0 gelten muß, so zeigt sich, 
daß bei Anwendung der komplexen Rechnungsweise 
die Berechnung beliebiger Stromverzweigungen 
genau so erfolgen kann wie bei Gleichstrom, wenn 
jQur überall an Stelle der Ohmschen Widerstände 
die Widerstandsoperatoren a gesetzt werden. Es 
mag hier noch besonders darauf aufmerksam gemacht werden, 
daß diese einfache Rechnungsweise mit den reellen Werten 
nicht durchführbar ist; denn es gilt hier nur die Beziehung 
V-\-E-=Qjco%{nt+e)y wo {nt + e) die Phase von V+E 
ist, während J die Phase nt hat. Wir kön nen aus dieser 
Gleichung nur auf die Maximalwerte F+jE?=^J' schließen. 
Bei Anwendung der reellen Werte erhalten wir daher stets 
transzendente Gleichungen, während bei den komplexen Aus- 
drücken der ganze Einfluß der Phase in den Operator ver- 
legt ist, so daß man mit den J^ ganz wie mit einfachen 
algebraischen Großen rechnen kann. 

Wenden wir die komplexe Rechnungsweise zunächst 
auf eine einfache Stromteilung in zwei Zweige an (Fig. 46), 
so seien in beiden Zweigen die Ströme mit J' und «7", die 
Widerstände mit uif und w?", die Selbstinduktionen und 
Kapazitäten bzw. mit P', P", C , C" bezeichnet, und es 
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werden zur AbkürzuDg die Eeaktanzen wP' — =jp', 

-p" gesetzt. Die Operatoren für die beiden 



Zweige sind dann 

a' = «(;' -f ip' ; a" = w" + ip" . 

Ist noch J der Gesamtstrom und V die Potentialdifferenz 
an der Verzweigungsstelle, so ist 



o/ 




^' 



v\/v%H 

Fig. 46. 



Hieraus folgt zunächst, daß auch 

F=^V'=^"eF' oder J':J" = q"iq\ 

wenn ^ die Impedanzen oder scheinbaren Widerstände sind; 
das heißt, die Maximalwerte und folglich auch die 
effektiven Werte der Zweigströme verhalten sich 
umgekehrt wie die scheinbaren Widerstände. 
Für die Zweigströme ergibt sich femer 



^/= 



a' + c^' 



J und Ji' = 



a' + a" 



Hieraus wird 

Setzen wir noch M/ + t(/' = o und |>'+i/' = 6, so wird 



J' = 



M;"a +y 6 + i(^>"a - wf'h) 



/" = 



a« + 62 
vf a-^ ]^h + i{p' a — vfh) 



a2 + fc2 
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Daraus folgt für die Phasendifferenz der Zweigströme gegen 
den Hauptstrom 

X , p^a — vf'h ^ „ p'a — vfb 

arCtg£'=^^-7; ; jjT 'y aTC tg fi" = ^^-^ ; 7=- 

und die Maximalwerte 

-y, iiv/'a + p" 6)2 + {p"a - Ulf' ly -j. 

Durch Einsetzen der Werte für a und fe und Zusammen- 
ziehen wird hieraus 



M-. 



tp"2 ^p"a 



{w+ti/y+ii/+py' 



=14 



j.^tf ^'+y^ 



Man kann auch den aus den beiden Zweigen bestehen- 
den Abschnitt wie einen einfachen Leitungsabschnitt be- 
handeln und von dem Operator dieses Abschnittes sprechen. 
Perselbe ist dann gleich 

a'a" _ (i4/ + ip')(u(/' + ip'')aoc + bß + i{aß—(xb) 

af + a" ^ tif+ 1(/'+ i{p' + p") ~ a^ + ¥ ' 

wenn i4/i4/'—p'p" = (x und pW+^"«<?' = /8 gesetzt wird. 
Es besteht also auch dieser Operator aus einem reellen und 
imaginären Teü, jedoch ist jetzt der reelle Teü nicht etwa 
gleich dem Ohm sehen Widerstand des Leitungsabschnittes, 
sondern er hängt auch schon von den Induktionskoeffizien- 
ten und Kapazitäten ab. Man nennt auch den reellen Teil 
den modifizierten W^iderstand, den imaginären die mo- 
difizierte Reaktanz des Leitungsabschnittes. Aus diesen 
modifizierten Widerständen und Reaktanzen ist dann die 
Impedanz oder der scheinbare Widerstand ebenso wie bei 
der einfachen Leitungsbahn zu bilden. 

Besonderes Interesse verdient der Fall, daß in dem 
einen Zweige keine Kapazität sich befindet, also (7' = oo, 
und daß im andern Zweige nur eine Kapazität eingeschaltet 

das Ben, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. IL 15 
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ist^ und der Widerstand der Zuleitungen zu derselben ver- 
nachlässigt werden kann, also w" = 0, P"^0. Es wird, 

dann p'=^t(/ + nF* und p" = ^^ . Daraus folgt für den 

Operator des ganzen Abschnittes: 

__ ^ %nC" _ w'-\-%nJr __ (a) 

wenn (a) den Operator dieses Abschnittes bedeutet für den 
Fall, daß der Nebenzweig mit der Kapazität gar nicht vor- 
handen ist. 

Ist auch noch der Widerstand w/ klein, so daß er neben 
nF^ vernachlässigt werden kann, so nehmen die Amplituden 
der Zweigströme die einfache Form an 

Wir sehen also, daß in diesem Falle der effektive 
Wert des Zweigstromes J\ in welchem die Selbst- 
induktion liegt, erheblich größer werden kann, als der- 
jenige des Hauptstromes, es braucht dazu nur n^PC 
dem Werte 1 nahe zu konunen. Diese Bedingung sagt aber 
aus, daß die Frequenz des Hauptstromes der Eigenschwingung 
des aus Selbstinduktion und Kapazität bestehenden Ab- 
schnittes nahe kommt. 

Auch wenn der Widerstand w' nicht vernachlässigt 
werden kann, kann «7' größer als J werden, und man kann 
fragen, wenn m/ und wP' gegeben sind, welche Kapazität 
dem td/ parallel zu schalten ist, um bei gegebenem J im 
Abschnitt w' den größtmöglichen Wert «7' zu erhalten. 
Es ist nach den obenstehenden Formeln in diesem Falle 

eT = J. Dieser Wert wird ein Maxi- 

■^U/2^2 C2 + (n^PC^ 1)2 

mum, wenn der Nenner ein Minimum wird. Indem wir 
den Differentialquotienten nach G des unter dem Wurzel- 
zeichen stellenden Ausdruckes gleich Null setzen, erhalten 
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wir t€/2C+n2P2C-P=0 oder C= ^^f^ ^. = ^> Die 

gesuchte Kapazität ist also gleich dem Selbstinduktions- 
koefiSzienten dividiert durch das Quadrat des scheinbaren 
Widerstandes. 

Die Betrachtung dieser besonderen Verzweigungsweise 
hat deswegen so große praktische Bedeutung, weü im all- 
gemeinen jede längere Leitung, besonders aber ein Strom- 
kreis, bei welchem Hin- und Rüokleitung nahe beieinander 
oder konzentrisch gefiihrt sind, eine gewisse Kapazität 
besitzt, und diese Eigenkapazität der Leitung erscheint dann 
mit den durch sie bewirkten Ladungsströmen in Parallel- 
schaltung zu dem eigentlichen Leituugsstrom, so daß dann 
stets diese Stromverzweigung vorliegt. Eine Folge dieser Er- 
scheinung ist es, daß bei einem Wechselstrom, der in einem 
konzentrischen Kiibel auf eine lange Strecke fortgeleitet 
wird, je nach der Art der Belastung an den Enden, die 
Stromstärke an den von der Erzeugungsstelle des Wechsel- 
stromes entfernteren Stellen größer sein kann als in den 
näheren Teilen des Kabels, und bei einer andern Belastung 
kann auch wieder die Spannung an den Kabelenden be- 
deutend höher sein als an der Maschine. Diese Erscheinung . 
wurde von dem Ingenieur Ferranti an einem mehrere 
Kilometer langen konzentrischen Kabel zuerst beobachtet 
und wird nach ihm das Ferrantische Phänomen genannt. 

Ein Teü der hier durch Eechnung gefundenen Er- 
gebnisse kann auch unmittelbar durch die graphische Dar- 
stellung erhalten werden. Sehen wir die Spannungsdifferenz V 
an den beiden Verzweiguogspunkten als bekannt an und 
kennen die Widerstände w und Reaktanzen p der beiden 
Zweige, so ist auch die Phasendifferenz zwischen den Zweig- 
strömen und der Spannungsdifferenz V bekannt, denn es ist 

14/ w'* — 

nach § 7 cose' = — ^, cos£'' = — ^. Die Stromamplituden J' 

- V V 

und J" sind ferner durch —r und -^ bekannt, wir können 

Q Q 

daher die Größe F= OÄ (Fig. 47) als Vektor einzeichnen 

und unter den Winkel ^ und g" die Stromstärken J' und J'\ 

Die Diagonole des Parallelogramms aus J' und J'' muß 

dann dem Gesamtstrom J entsprechen. Die Winkel g' und 

15* 
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c" sind in Vor- oder Nacheilung gegenüber OA aufzutragen^ 

je nachdem in dem betreffenden Zweige —^^nP oder 

—p^ <nP ist Ist in einem Zweige sowohl Widerstand wie 

Selbstinduktion gleich Null, so ist der entsprechende Vektor 
J" senkrecht zu OJ. um 90^ in der Drehrichtung voran zu 
zeichnen^ wie OB in der Figur, Setzt man OJ' mit OB 
zu einem Parallelogranmi zusammen, so zeigt sich in der 
Tat, daß die Diagonale dieses Parallelogramms kleiner als 
OJ' wird, also ist dann der Gesamtstrom kleiner als ein 
Zweigstrom. 




§ 77. Wheatstonesclie Brücke bei Wechselstrom. 

Da bei der komplexen Rechnungsweise die Kirchhoff- 
schen Gesetze gelten, so müssen auch die Beziehungen von 
der als Wheats tone sehe Brücke bekannten Drahtkombination 
(Band I, § 67 — 68) sich auf diese Rechnuugsweise übertragen 
lassen, wenn man überall mit den Operatoren an Stelle der 
Widerstände rechnet. Sind daher a^^ »2, 03, «4 die Opera- 
toren in den vier Zweigen (Fig. 48), und befindet sich nur 
im Zweige 6 eine elektromotorische Kraft, so ist die Be- 
dingung dafür, daß der Strom in 5 verschwindet aia4 — «3% 
= 0. Da diese Größe %a4 — «g^s ^ allgemeinen eine 
komplexe Größe ist, so kann sie nur zu NuU werden, wenn 
sowohl der reelle wie der imaginäre Teil verschwindet. 
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daraus folgt, daß bei Wechselstrom stets zwei Bedingangen 
erfüllt sein müssen, damit der Brückenstrom verschwindet. 
Zunächst bedeutet die Erfüllung dieser Bedingung durch 
die Operatoren allerdings nur, daß bei der Zerlegung der 
Ströme in die Teile mit c»*' und e"**' der eine Teil e*** 
in der Brücke verschwindet; aber aus Symmetriegründen 
ist dann ohne weiteres auch der andere Teil, folglich Über- 
haupt der ganze Strom in der Brücke gleich Null. Ein 
anderer Übergang von den komplexen Rechnungen zu den 
reellen Strömen, als in dem Nullsetzen des reellen und 
imaginären Teiles von o^a^ — 0^03 liegt, ist daher in diesem 
Falle nicht erforderlich. 




Fig. 48. 



Betrachten wir jetzt verschiedene Fälle. 
1. In 1 und 2 liegen induktive Widerstände, in 3 und 4 
induktionsfreie, dann ist 

Oia^ — OgÄg = (Wi + inpi) w^ — (w^ + inp^) w^ 

Der reelle Teil ergibt 

der imaginäre 

Die erste Bedingung entspricht der Brückenbedingung 
für Gleichstrom; zu dieser kommt für Wechselstrom noch 
hinzu, daß auch die Selbstinduktionskoeffizienten in den 
Zweigen sich wie die Widerstände verhalten müssen. Die 
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Bedingungen sind unabhängig von der Frequenz des Wechsel* 
Stromes und ergeben daher für jede Art von Wechselstrom 
und für jedes Nullinstrument (Telephon, Dynamometer, Gral- 
vanometer) die gleiche Einstellung. 

2. In 1 und 2 befinden sich nur Kapazitäten, in 3 
und 4 induktionsfreie Widerstände (Fig. 49). Es ist dann 
_ 1 1 



folglich 



«8 = «<?8; 



'■Wa 



a^a^ — a^a^ = 



w. 



Wi 



in Ci in C^ 



« =0 oder S = '^^ 



C, 



Wo 




In diesem Falle ist der reelle Teil von selbst stets 
gleich Null, und man hat nur eine Bedingung zu erfüllen, 
die ebenfalls von der Frequenz unabhängig ist. 

Haben die Kondensatoren jedoch noch Leitvermögen, 
so ist, da wir dann in den Zweigen 1 und 2 eine Leitungs- 
bahn und einen Kondensator in Parallelschaltung haben: 
w^ w^ 



"^ 1 + inC^w^' 
folglich 

oder 



«2 = 



l+inC^w^ ' 



08 = %; a^=M7^; 



Wj^W^^ 



w^w^ 



folglich 



l-\-inC^w^ l + inC^w^ 

WiW^W2 C^^W^Wq C^Wi, 



= 0, 
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Zu der vorigen Bedingung kommt also jetzt noch hinzu^ 
damit der Brückenstrom verschwindet^ daß auch die Leit- 
vermögen in beiden Kondensatoren den Kapazitäten pro- 
portional gemacht werden. Ebenso müssen auch, wenn man 
diese Schaltungsweise benutzt, um mittels Wechselstrom 
und Telephon das Leitvermögen von Flüssigkeiten zu be- 
stimmen^ die Kapazitäten in den Zweigen 1 und 2 den Leit- 
vermögen proportional gemacht werden, um genaue Mes- 
sungen erhalten zu können. 

3. Ist in 1 ein induktiver Widerstand und in 4 eine 
.Kapazität mit Leitvermögen, so ist 

folglich l+^nC,w, 

% «4 — «2 % =" = (^1 + * ^i'l ) W^4 — «<'2 ^3 ( 1 + ** W Q ^4) • 

Die Bedingungen sind daher 

Während bei diesen drei Fällen nur Verhältnisse von 
Selbstinduktionen und Kapazitäten erhalten werden, kann 
man auch deren absolute Werte erhalten, wenn man folgende 
Schaltungen anwendet. 

4. Im Zweig 1 liege ein Widerstand w« mit Selbst- 
induktion jp^ , paraQel zu derselben der induktionsfreie Wider- 
stand Wß und hinter demselben der ebenfalls induktionsfreie 
Widerstand Wy. Im Zweig 2 der induktive Widerstand m;2, 
P2; inS und 4 induktionsfreie Widerstände (Fig. 50). Dann ist 

^ w^+Wß' ^ y ' a^+aß y^w^+Wß+inpi' 
folglich 

oder = w^[Wy{w^ + Wß) + WaWß+inp^{Wß+Wy)] 
— w^ [w^ {Wcc + Wß) — n^pi P2 + inp^ w^ + inp^ (w^ + Wß)] . 
Der reelle Teil ergibt 
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Wir haben also jetzt nicht mehr die bei Gleichstrom gel- 
tende Brückenbedingung Wi^w^ — tO2WQ = 0, sondern w^w^ 



= 0, wo W2 = W2- 



n'PiP^ 



gesetzt ist; und es ist 



Wcc+Wß 
^^PlP2 = {^2 — W4) {Wcc + Wß) . 

Der imaginäre Teil ej^bt 

Py ^ W^(Wcc+Wß) 

i>2 W^{Wß + Wy)—W2Wg' 

Wir haben also jetzt sowohl p^p2 als auch p^ ijpg durch 
die bekannten Widerstände dargestellt und können daher 
die Induktionskoeffizienten selbst absolut bestimmen. Cha- 
rakteristisch für diese Schaltung ist, daß die Einstellung von 




der Frequenz abhängig ist. Man darf daher nur mit reinen 
Sinusströmen von einer bekannten Periode arbeiten, und 
man erhält für Gleichstrom eine andere Einstellung als für 
Wechselstrom; die Differenz beider Einstellungen entspricht 
der Größe Wi — wi. 

5. Sind in 1 und 2 Kondensatoren eingeschaltet, aber 
zu Ci der Widerstand % parallel, und hinter Cg der Wider- 
stand M?2 eingeschaltet (Fig. 51), so wird 

w. . 1 

'^ = l + inC,w, ' '^ = "'^ 

folglich wird 



"iwCg' 



% «4 — «2 ^ = 



1 + in Ci Wi 



■W2W^ 



Wo 



inC^ 



-0, 
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oder 



-^^-^in C?2 — «^2 *w C^ + w^w^n^ C^ Ca — 1 — inw^^ Q = . 



w;, 



Der reelle Teil ergibt 
der imaginäre ^ 



n^w^w^ 









Also auch hier werden wieder die Kapazitäten in absoluten 
Werten erhalten; an Stelle von — könnte man wieder — 




sehreiben, so daß auch in bezug auf die Einstellung bei 
Gleichstrom und Wechselstrom dasselbe gilt wie unter 4. 

Es sind noch manche andere Kombinationen möglich, 
deren Berechnungsweise in der gleichen einfachen Weise 
durchführbar ist. 



§ 78. Arbelt des TVechselstromes. 

Da im allgemeinen bei einem Wechselstrome die Phase 
des Stromes gegen diejenige der Spannungsdifierenz an zwei 
Punkten der BjQm verschoben ist, so können wir die Energie 
des Stromes, die während einer gewissen Zeit in andere 
Energieformen übergeht, auch nur berechnen, indem wir von 
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den Momentanwerten ausgehen. Im Zeitelement wird stets 
eine Energiemenge gleich dem Produkt YJ der Momentan- 
werte frei werden (vgl. Band I, § 71). Führen wir hierin 

ein: F«Feo8(w^ + «)> J='Jco^nty so erhalten wir die 
während der Zeit t geleistete Arbeit des Stromes zu 

t 
T^JVjC08ntcos{nf+e)df, 



Ist t eine im Vergleich zur Periode große Zeit, so daß 
halbe Perioden nicht mehr in Betracht kommen können, so 
können wir stets, um das Integral zu berechnen, ein Glied 
cosni^cos(ni^ + €) zusammenfassen mit einem Glied, das um 

— vorausliegt; dies hat dann den Wert sinnig sin (wi^+fi). 
dt 

Fassen wir je zwei solche Glieder zusanmien, so wird jetzt 

i 



T= — ^cos£ / ai^=— ^cosg-r. 



Es ist also die Leistung in jedem Augenblick gleich 

^^ T Vr 

—^ COS £ =* e/etr Keff COS £ . 

Wir sehen also, daß es zur Messung der Leistung 
eines Wechselstromes nicht genügt, die effektiven 
Stromstärken und Spannungen zu bestimmen, son- 
dern es muß auch die Phasenverschiebung bekannt 
sein. Man nennt auch cos€ den Leistungsfaktor. 

Denkt man sich den Strom J in zwei Komponenten 
zerlegt, deren eine J^ = «Tcös £ mit der Spannung in gleicher 
Phase ist, während die andere J^ = «7^ sin t um 90 ® ver- 
schoben ist, so rührt die ganze Leistung des Stromes allein 
von der Komponente J^ her, und kann auch YJ^ geschrieben 
werden, wahrend die Komponente J^ keine Arbeit leistet; 
sie stellt einen sogenannten wattlosen Strom dar. 

Nach dem Früheren ist 

W 

COS£ = 



]/tf3+(»p-J^/' 
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oder, wenn kein Kondensator vorhanden ist, 

W 

COS£ = 



je größer also die Selbstinduktion ist und je kleiner der 
Widerstand; desto mehr nähert sieh e an 90^, desto kleiner 
wird also die in dem Leitungsabschnitt verbrauchte Arbeit. 
Da der Nenner zugleich der scheinbare Widerstand q ist, und 
V= qJ, so können wir beim Wechselstrom durch Einschalten 
einer Spule von kleinem W und großem P einen großen 
Spannungsabfall V bewirken, durch den doch nur eine sehr 
geringe Leistung verbraucht wird. Derartige Spulen heißen 
Drosselspulen und gestatten durch Zv^chenschaltung beim 
Wechselstrom den Ajischluß von Apparaten geringerer Span- 
nung am Stromverteüungsnetze von höherer Spannung ohne 
wesentlichen Energieverlust, eine Möglichkeit, die beim 
Gleichstrom nur durch rotierende Umformer erreichbar ist. 
Die Bedeutung der Phasenverschiebung für die Leistung 
des Stromes tritt besonders in dem Falle der Parallelschal- 
tung von Kondensatoren hervor. Wenn in einem Abschnitt 
AB einer Leitungsbahn der Widerstand W^ und die Lnpe- 
danz Qi besteht, so besteht zwischen der Spannimgsdifferenz V 
und dem Strome J in diesem Abschnitte notwendig eine 
Phasenverschiebung s, für welche, wenn auf AB nicht noch 

W 
äußere elektromotorische Kräfte wirken, cos€ = — - ist, und 

^1 TT 
die Leistung kann nicht größer sein als r=e7effFeff — ^• 

^1 
Schalten wir jetzt einen Kondensator parallel zu ABy so 
setzt sich nach dem Diagramm Fig. 52 der Stromvektor OJ 
mit dem Kondensatorstrom OJ^, der in 90^ Voreilung vor der 
Spannung FKegt, so zusammen, daß jetzt der G^samtstrom OJ 
die Diagonale zwischen den Zweigströmen OJ^ und OJ2 wird. 
Wir sehen also, in dem Abschnitt AB wird die Phasendifferenz 
zwischen dem Gesamtstrom und der Spannung vermindert und 
kann durch geeignete Größe des Kondensators bis auf Null 
herabgesetzt werden. Der Kondensator bewirkt also, daß 
trotz der Impedanz im Zweige AB der Hauptstrom 
zu gesteigerter Leistung gebracht werden kann. 

Wenn keine äußeren elektromotorischen Kräfte in dem 
Abschnitte AB wirken, so besteht V nur aus den beiden 
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Teilen JW und L-jj\ der letztere ist aber um 90^ gegen V 

verschoben^ also besteht dann die ganze Leistung nur in 
dem durch JW veranlaßten Teile, d. h. die ganze ^ durch 
die Momentanwerte ausgedrückte Stromenergie VJ wird in 
die Joule sehe Wärme J^W verwandelt Aber auch wenn 
in AB äußere elektromotorische Kräfte wirken, z. B* wenn 
AB die Primärspule eines Transformators ist, oder^ die 
Ankerwicklung eines Motors, so behalten die letzten Über- 
legungen ihre Gültigkeit. Wir haben dann zu setzen: 

y=j^j^Ij—--\.E, aber die Folge davon ist nur, daß wir 

dann den Verschiebungswinkel e zwischen V und J erst be- 




rechnen können, wenn die Größe und Phase von E uns voll- 
ständig bekannt ist. Der Cosinus des Winkels e wird 

W 
jetzt größer sein als — , wenn die Kraft JE so wirkt, 

daß durch Induktion Arbeit nach außen abgegeben 
wird, und kleiner, wenn die Induktion von außen 
den Strom J selbst verstärkt, also Energie aufge- 
nommen wird. Die Berechnung der Gesamtleistung, d. h. der 
Stromwärme plus der nach außen abgegebenen Arbeit, in dem 
Abschnitte AB bleibt dabei die gleiche, ebenso wie der Einfluß 
des parallel geschalteten Kondensators. Man nennt auch das 
Produkt Feffe/eff die scheinbare Arbeit des Stromes gegenüber 
der wirklichen Arbeit Feffe/eircose; das Verhältnis beider er- 
gibt den Leistungsfaktor cose. 



Vierzelmtes Kapitel. 
Elektrische Messungen. 

§ 79. Absolute Strommessung. Tangentenbussole, 
Bifllarmagnetometer, Elektrodynamometer. 

Eine genaue Vergleichung der Ergebnisse einer Theorie 
mit den Tatsachen der Erfahrung wird erst möglich, wenn 
die MögKchkeit genauer Messung der einzelnen in der Theorie 
behandelten Faktoren vorliegt. Die fundamentalen Größen 
bei den elektrodynamischen Erscheinungen sind aber die 
Stromstärke, der Widerstand und die elektoomotorische Kraft. 
Sobald zwei dieser Größen in absolutem Maße bestimmt sind, 
ergibt sich der Wert der dritten nach dem Ohm sehen Ge- 
setze. Es wurde bereits zu wiederholten Malen (Band I, 
§ 73 und 75) darauf hingewiesen, daß das genaueste Mittel 
zur Messung des elektrischen Stromes aus den magnetischen 
Eigenschaften desselben herzuleiten ist. 

1. Tangentenbussole. Setzt man die Möglichkeit, 
die Horizontalintensität des magnetischen Feldes des Erd- 
magnetismus in absolutem Maße zu messen, als bekannt 
voraus (§ 32), so kann man einen konstanten elektrischen 
Strom mit Hilfe der Tangentenbussole messen. Dieses In- 
strument besteht aus einem im Kreise herumgeführten Lei- 
tungsdraht, in dessen Mitte eine kleine um eine Vertikal- 
achse leicht drehbare Magnetnadel angebracht ist, und dessen 
Ebene in die Ebene des magnetischen Meridians gestellt ist. 
Nach § 54 ruft ein Kreisstrom in seiner Mitte ein magne- 

tisches Feld von der Stärke jK = hervor, wenn J die 

Stromstärke und a der Radius der Kreisbahn ist. Die Rieh- 
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tung dieses Feldes ist infolge der erwähnten Aufstellung des 
Ki^ises senkrecht zu dem Felde des Erdmagnetismus, dessen 
Intensität mit H bezeichnet werden soll. Beide Felder setzen 
sich zu einem resultierenden Felde zusammen^ in dessen Sich- 
tung sich die Magnetnadel einstellt. Ist a der Winkel, um 
den die Magnetnadel aus der Meridianrichtung abweicht^ so 

ff 2jiJ 

ist nach Fig. 53 -^ = tgoc oder — D^ = tga, folglich ist 

J= -^ — tga. Ist der Strom in der Kreisbahn nmal herum- 



2;7r 



aH 



geführt, so ist zu schreiben J=^ — tga. 



Diese Formel 




Fig. 58. 



gangen werden. 
Kohlrausch: 



kann jedoch niemals ganz genau erfüllt sein, 
da es nicht möglich ist, daß die nWindungen 
alle in die eine lineare Kreisbahn vom Radius a 
hineinfallen, und daß die beiden Pole der 
Magnetnadel sich im Mittelpunkt dieses 
Kreises befinden. Für genaue Messungen 
sind daher noch zwei Arten von Korrek- 
tionsrechnungen anzubringen, erstens wegen 
des Querschnittes der Windungen und 
zweitens wegen der Länge der Magnet- 
nadel. Der Weg der Berechnung dieser 
Korrektionsglieder ergibt sich aus der Be- 
rechnung der Variation der durch den Strom 
erzeugten Feldstärke in der Umgebung des 
Mittelpunktes der Kreisbahn, doch soU auf 
diese Berechnung selbst hier nicht einge- 
Als genaue Formel ergibt sich nach 



wenn h die Breite und h die Höhe des Windungsquerschnittes 
und l die Länge der Nadel bedeutet. Wenn fe, a und l 
gegenüber a zu vernachlässigen sind, gilt die einfache FormeL 
Auf diese Weise erhält man den Strom im absoluten Maße; 
um denselben in Ampere zu erhalten, muß man noch mit 10 
multiplizieren. 

2. Bifilargalvanometer. Anstatt die Kreisbahn und 
den Erdmagnetismus auf dieselbe Nadel wirken zu lassen, 
kann man auch den Erdmagnetismus direkt auf die Kreis- 
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bahn wirken lassen^ wenn man diese an einer Bifilaraufhängung 
drehbar macht. Nach § 55 ist das magnetische Moment einer 
Kreisbahn gleich SJ, wenn S die Fläche des Kreises ist und 
gleich nSJy wenn der Strom den Kreis nmal umfließt. Sucht 
die Bifilaraufhängung die Kreisbahn in den Meridian einzu- 
stellen^ so wird durch den Erdmagnetismus eine Ablenkung 
bewirkt werden etwa um den Winkel a. Dann ist das Dreh- 
moment der Bifilaraufhängung gleich Dsina und dasjenige 
des Erdmagnetismus gleich H-nSJ^cosoc, also wird: 

DsiiKx ^ JS- nSJ 'cosx oder </"=» ^ p -tga . 

noii 

In dieser Formel ist D aus den Dimensionen der Bifilar- 
aufhängung und nS aus denjenigen der Bolle zu entnehmen. 
Da der Erdmagnetismus ein vollkommen homogenes Feld ist, 
sind weitere Korrektionen nicht nötig. 

Durch Vereinigung des Bifilarmagnetometers mit der 
Tangentenbussole kann man sich auch vom Erdmagnetismus 
ganz unabhängig machen, da in der Formel für ersteres die 
Größe H im Nenner und für letzteres im Zähler auftritt. 
Dazu braucht man nur die bifilar aufgehängte Bolle selbst 
eine in ihrer Mitte drehbare Magnetnadel ablenken zu 
lassen. Ist dann a^ die Ablenkung der Magnetnadel aus 
dem Meridian, ^2 die der Rolle, so ist die Ablenkung der 
Nadel gegen die Rolle gleich 0^1 + 0^2* Das Drehmoment 
der Rolle auf die Nadel ist dann also 

2n7zJ f , ^ TT ' 

cos(ai + (X2) = ii smö^i , 

eil 

imd vereinigen wir dieses mit der Formel für das Bifiilar- 
magnetometer D8m(X2=SnSJco8(X2, so wird 

aD sin«! 

J^==7r-z — et : T Ttgö^2 • 

2n^7zScos(oc^ + <X2) ^ 

3. Elektrodynamometer. Anstatt die bifilar auf- 
gehängte Rolle durch den Erdmagnetismus ablenken zu lassen, 
kann man sie auch in die Mitte einer größeren, von dem 
gleichen Strom durchflossenen Rolle bringen und durch das 
von dieser Rolle erzeugte Feld ablenken lassen. Es wird 
dann die Ablenkung zunächst durch die äußere Rolle und 
durch den Erdmagnetismus bewirkt werden, aber dadurch, 
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daß man den Strom in beiden Rollen umkehrt, wird die 
Wirkung der äußeren KoUe einmal der des Erdmagnetismus 
gleich und das andere Mal entgegengesetzt gerichtet sein, 
so daß man die Wirkung des Eidmagnetismus eliminieren 
kann. Da bei dieser Anordnung die Dimensionen der be- 
weglichen Solle nicht sehr klein gewählt werden dürfen, 
damit man noch hinreichende Ausschläge erhält, so werden 
zur Berechnung der genauen Werte umständliche Korrektions- 
glieder notwendig. Den von den Ablenkungen selbst her- 
rührenden Teil dieser Korrektionen vermeidet man, wenn 
man die bewegliche Bolle immer in die Buhelage zurück- 
bringt, und die Kraft mißt, die zu dieser Zurückdrehung 
erforderlich ist Es geschieht dies am einfachsten, indem 
man die Drehungsachse der beweglichen Bolle horizontal legt, 
indem man die Bolle an einem Wagebalken befestigt, und 
durch Auflegen von Gewichten der drehenden Kraft der 
äußeren Bolle das Gleichgewicht hält. So entstehen die 
Elektrodynamometerwagen von Pellat und Helmholtz. 

Schickt man jetzt einen Strom durch eins der vor- 
genannten Instrumente und gleichzeitig durch eine Zersetzungs- 
zelle, in der Silbemitrat zersetzt wird, so kann man die 
durch einen Strom von bekannter Stärke ausgeschiedene 
Silbermenge bestimmen. Auf diese Weise wurde die in der 
gesetzlich festgelegten, praktischen Definition des Ampere 
aufgenommene Zahl von 1,1118 mgr pro 1 Ampsec. (vgl. § 53) 
bestimmt. 

4. Galvanometer. Da bei der Tangentenbussole und 
dem Elektrodynamometer die Werte der Stromstärken aus den 
Dimensionen der Drahtwindungen zu entnehmen sind, so 
dürfen die Windungen bei diesen Instrumenten nicht allzu klein 
genommen werden, damit ein genügend genaues Ausmessen 
noch möglich ist, und auch die Korrektionsglieder keine zu 
großen Werte erreichen. Die Folge davon ist, daß die zu 
messenden Ströme nicht sehr klein sein dürfen, da sonst das 
an dem beweglichen Teil bewirkte Drehmoment zu gering 
wird. Sollen sehr schwache Ströme gemessen werden, so 
müssen die Drahtwindungen an den beweglichen Teil sehr 
nahe herangebracht werden, dann ist aber der Wert der be- 
obachteten Ausschläge nicht mehr aus den Dimensionen des 
Instrumentes bestimmbar, sondern derselbe muß empirisch 
bestimmt werden; das Instrument muß geeicht werden. Durch 
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4.|fWßiidung der in ßa»d I, g 70 bpban^elten Stroipyerzwei- 
gapgen ist es immer möglich^ einen peliebig schwachen^ durcli 
ein bochempfindliclies imstniment gehenflen St^om mit eipem 
andern wesentUc}^ 3tarkeren| in der Ti^gen]|;enbussoIe meß- 
baren, zu vergleichen. Ist das zur Strommessung dienende 
Listrument, Galvanometer, so beschaÖbn, daß die m einer 
Skala zu beobachtenden Aifsschläffe f^en Stron^starken pro- 
portional sind, so genügt zur Eichung die Bestimmung des 
Verhältnisses des ßtromes zu dem abgelesenen Ausschlag ^ür 
einen einzebien Ausschlag; dieses Verhältnis beißt ^ej^m der 
Keduktionsfaktor 4^^ Galvanometers. Alle Instru- 
mente, bei denen nur sehr kleine, mit ßpiegel und Skida 
abzulesende Ausschläge benutzt wer(}en, Spiegelgalvanometer, 
genügen dieser Bedingung sehr nahe. 

§ 80. Ballistisehes Galvanometer. 

Bei der Messung von Strömen wurde im vorigen Par^- 
^phen noch vorausgesetzt, daß der Strom wenigstens so 
lange konstant bleibt, bis der bewegliche Teil des Instrumentes 
die neue Ruhelage eingenommen hat. Dieselben Instru- 
mente können aber auch zur Messung kurz dauernder 
elektrischer Ströme Verwendung finden, wenn die Bauer 
des Stromes gegenüber der Schwingungsdauer des beweg- 
lichen Teiles des Instrumentes sehr kurz ist, d. h. wenn der 
Strom innerhalb so kurzer Zeit vollständig abläuft, 
daß während derselben der bewegliche Teil sich 
noch nicht merklich aus seiner Ruhelage entfernt 
hat. ]E^ließt in jedem Zeitelement dt der Strom J, so wirkt 
wahrend desselben ein bestimmtes Drehmoment auf den be- 
weglichen Teil, Magnetnadel oder drehbare Spule, welches 
der Stromstärke J proportional ist und von den DiDneusionen 
des Apparates abhängt. Da wir voraussetzen, oaä \\fähren4 
der ganzen Zeit t, innerhalb welcher überhaupt ein Stroni 
auftritt, eine bemerkenswerte Lageänderung der Nadel nicht 
eintritt, so sind in allen Zeitelementen dt die Drehmomente 
den Strömen J proportional, und die Gesamtwirkung entspricht 
dem jJdt. Durch diese Wirkung erhält die Nadel eine 
bestimmte Anfangsgeschwindigkeit und beginnt mit dieser 
ihre Bewegung, die sie dann, da weitere Impulse nicbt mehr 
hinzukommen, frei bis zu einem Maximalausschlage ausführt^ 

Classen, Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. IL 16 
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um dann periodisch schwingend wieder allmählich in die 
Ruhelage zurückzukehren. Beobachtet wird der Maximal- 
ausschlag; um aus diesem den Wert von jJdt berechnen 
zu können^ müssen zunächst die Gesetze des schwingenden 
Systems abgeleitet werden. 

Wenn eine Magnetnadel innerhalb der Windungen einer 
Spule, oder eine an einem Torsionsfaden hängende Spule in 
einem homogenen Magnetfelde sich bewegt, so wirken in 
jedem Augenblick im allgemeinen zwei Kräfte auf sie ein: 
erstens die Direktionskraft, die die Nadel in die Ruhelage 
zurückzuführen strebt, zweitens eine die Bewegung hemmende 
Kraft, die Dämpfung. Letztere rührt teils von den Rei- 
bungswiderständen der Luft oder sonstiger Reibung her, der 
Hauptsache nach aber, wenigstens bei den meisten hierfür 
in Frage kommenden Instrumenten, aus der Rückwirkung der 
durch die Bewegung selbst in den Drahtwindungen oder anderen 
in der Nähe befindlichen Metallmassen induzierten elektrischen 
Ströme. Bezeichnet x den von der Ruhelage aus gemessenen 
Ausschlag der Nadel, so pflegt die Direktionskraft der Nadel 
in jeder Lage proportional mit x oder mit sin^r zu sein; 
wird Spiegelablesung benutzt, so hat man nur sehr kleine 
Ausschlagswinkel, so daß sin^ durch x ersetzt werden kann. 
Die Direktionskraft kann daher dann stets gleich Dx gesetzt 
werden. Die Dämpfung kann in fast allen Fällen der Gre- 

dx 
schwindigkeit der Bewegung proportional, also gleich p-^ 

dt 

angenommen werden. Bezeichnet noch K das Trägheits- 

/Z^/jj 

moment des beweglichen Systems, so ist Jf -ttt die zur Er- 

d^x 
Zeugung der Beschleunigung -^ erforderliche Kraft. Da 

letztere in den beiden vorgenannten Kräften ihren Ursprung 
hat, so erhalten wir unter Berücksichtigung der Richtung 
der wirkenden E^räfte die DiflFerentialgleichung: 
jprd^x dx ^ 

oder d^x p dx D __ ^ 

l^'^K'dt'^K^^^' 
Diese Gleichung ist aber dieselbe, die wir bereits in 
§ 61 bei der Entladung eines Kondensators für q erhielten, 
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und wir können daher auch die Losung von dorther ent- 

nehmen. Setzen wir in der Gleichung des § 61 -^— = ^ 

1 D . ^^ 

und 7~^D~ = "^ ^^d beschränken uns auf den Fall, in welchem 
LfJrfi iL 

eine periodische Bewegung entsteht, so können wir die 

Lösung jetzt schreiben 

IL 

wo A eine Konstante bedeutet, und die Zeit t von dem 
Augenblick gerechnet wird, in welchem x = ist. 

nK 

Setzt man letzt T== — ===== , so bedeutet T die 

Dauer einer einfachen Schwingung, d. h. die Zeit zwischen 

zwei aufeinanderfolgenden Durchgangen durch die Kuhelage. 

Es wird dann 

--^t n 

x=^ Ae ^ ^ • sin-=^^ 

Hieraus berechnet sich die Anfangsgeschwindigkeit u^^ 
wenn man ^ = setzt, zu Uq^A-^, und die Geschwindig- 
keit % zur Zeit T beim ersten Passieren durch die Ruhe- 

n — i-^r pT 

läge i8t%=^7=«c ^^ . Setzt man noch ^^ = A , so wird 

JZ u u 

u^ = Ayffe—^ und — = e^ oder log — = A . k heißt das loga- 

rithmische Dekrement der Schwingung. 

Die Zeit f^, wenn die Bewegung den größten Ausschlag 

d X 
erreicht, bestimmt sich, indem man -57 = setzt; es wird 

dann <*' 

71 n , 1 P . 71 , , . ^ t ^ 

^co8^^i= — -^sm^i^i oder ^jf^^Jy 
folglich T ^ n. ^ 

ö . 1 ^ 7t . TZ . 71 

^i = — arctg— , sm^i^i 



A' T^ ysr^ + r 

16* 
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Durch Einsetzen dieses Wertes von ^ eriialten wir 
die Größe des ersten Ausschlages (XQ=Äe " * 



oder^ da man Ä durch Uq — ersetzen kann^ 

7t 

k ^ n 

Te ^ ^ 

Hierdurch ist die Beziehung zwischen dem ersten Aus- 
schlag und der dem beweglichen System erteilten Anfangs- 
geschwindigkeit bestimmt; es zeigt sich^ daß der Ausschkg 
stets der Geschwindigkeit^ mit der das System durch die 
Ruhelage geht, proportional ist. Wenn daher (x^ und (x^ 
zwei aufeinanderfolgende Ausschläge und u^ und u^ die 
Geschwindigkeiten beim vorhergehenden Passieren der Ruhe- 
lage sind, so muß u^\u^=^(x^\(Xy^ sein. Folglich ist auch 

— = e^ = — , und es kann die Größe X leicht bestimmt wer- 

den als der natürliche Logarithmus des Verhältnisses auf- 
einanderfolgender Ausschläge. Da auch die Schwingungs- 
dauer T direkt zu beobachten ist, kann man also aus dem 
ersten Ausschlag (x^ die Anfangsgeschwindigkeit u^ bestim- 
men. Diese Anfangsgeschwindigkeit ist aber dem Integral 
\Jdt des kurzdauernden Stromes proportional, und wir er- 
halten den Wert dieses Integrales selbst, wenn wir noch 
den Proportionalitatsfaktor bestimmen können. Da die An- 
fangsgeschwindigkeit jedenfalls umgekehrt proportional dem 

Trägheitsmoment Ä'ist, so können wir schreiben jJdt=UQ • — , 
K Je 

so daß — den gesuchten Proportionalitatsfaktor darstellt. 

Schreiben wir dann jcJdt = UQKf so sehen wir, dsL UqK 
die entstehende Bewegungsgröße ist, daß cJ das in jedem 
Augenblick von dem Strom J auf die Nadel ausgeübte Dreh- 
moment sein muß. Dies Drehmoment ist aber zu bestim- 
men, wenn wir die Ablenkung beobachten, die ein konstanter 
Strom J hervorruft, denn dann wird dem Drehmoment cJ 
durch das Moment Dx das Gleichgewicht gehalten, so daß 

cJ^Bx oder J= — x ist. Das heißt aber — ist die früher 
c c 
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als i^eduktionsfaktor'' eines Gkdvanometers bezeichnete Kon- 
stante, die durch Eichung des Instrumentes zu bestimmen ist. 

Bezeichnen wir sie mit C, so ist jetzt C= — , und es ist 
K KG K ^ 

— =— jT- . Die Größe-^r kann nun noch durch die Schwingungs- 
dauer und k ausgedrückt werden, denn es war T=- 



und '^-^=^y woraus sich ergibt 
K T^ 

Es wird demnach 



2 



/■ 



Jdi = iiQ' C' 



/• 



oder durch Einführen des ersten Ausschlages 

Jdi = C ^ . C- "*'**^. (Xo . 

Bezeichnet man mit P den ^^ballistischen Reduk- 
tionsf aktor^^, durch welchen aus dem Ausschlag der Wert des 
Stromintegrals erhalten wird, so ist 

^Tt^ + X^ 

Ist die Dämpfung so gering, daß sie vernachlässigt werden 

T 
kann, so erhalt man einfach P=C*—. 

Es läßt sich jetzt auch noch die Bedeutung der Große 
jJdt näher erläutern; denn die Stärke eines Stromes ist 
gleich der in der Zeiteinheit durch den Querschnitt der 
Strombahn fließenden Elektrizitätsmenge. Folglich ist jJdt 
die gesamte, durch den kurzdauernden Strom durch einen 
Querschnitt bewegte Elektrizitätsmenge. Bezeichnen wir diese 
mit Q, so mißt das ballistische Galvanometer stets 
die ganze durch dasselbe entladene Elektrizitäts- 
menge nach der Formel 

Q^P. «„ = C , ^ • c-*"**^ . «0 • 

■^n^ + X^ 
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Die nächsÜiegeDde Anwendung des ballistischen Galvano- 
meters ist daher die Bestimmung von Elektrizitätsmengen in 
elektromagnetischem Maße, und man findet durch dasselbe un- 
mittelbar die bei der Entladung oder der Ladung eines 
Kondensators in Bewegung gesetzten Elektrizitäts- 
mengen. 

Eine weitere, wichtige Anwendung der ballistischen 
Messungen besteht in der Bestimmung der kurzdauern- 
den elektromotorischen Kräfte, die bei den Induk- 
tionserscheinungen auftreten. Wird eine Spule in 
einem magnetischen Felde bewegt, oder ändert sich das Feld, 
in dem eine Spule sich befindet, so tritt während der Dauer 
der Änderung in den Drahtwindungen eine elektromotorische 
Kraft E auf, die selbst das Linienintegral der elektrischen 
Kräfte längs der ganzen Drahtlänge ist. Der dabei in jedem 

Momente auftretende Strom ist dann gleich — , und das Zeit- 

1 f ^ 

integral derselben ist — j Edt=Q, wo w der Widerstand 

der ganzen geschlossenen Drahtleitung ist. Da Q wieder ballis- 
tisch zu bestimmen ist, erhält man durch wQ = jEdt das Zeit- 
integral der elektromotorischen Kraft Dieses Zeitintegral oder 
die gesamte während der Änderung induzierte elektromotorische 
KrsSt ist aber stets gleich der Änderung der Zahl der Induktions- 
linien, die die Windungsfläche der Spule durchsetzen, und man 
wird in den Stand gesetzt, diese Änderung des Induktionsflusses 
ballistisch zu messen. Man kann daher jetzt die Stärke eines 
Magnetfeldes an irgend einer Stelle bestimmen, indem man 
die Spule an diese Stelle bringt und dann plötzlich ganz aus 
dem Magnetfelde entfernt; aber man kann auch die Permea- 
bilität eines Eisenstabes bestimmen, indem man die Spule 
über den Eisenstab schiebt und dann denselben durch eine 
andere, ein bekanntes Magnetfeld erzeugende Spule magneti- 
siert, wobei die direkte Wirkung der Magnetisierungsspule auf 
die Probespule gesondert zu bestimmen ist. Auf diese Weise 
kann man ebenfalls die in § 27 besprochenen Magnetisierungs- 
kurven erhalten (Ewing). Die Anwendungen des ballistischen 
Gralvanometers zu derartigen Messungen sind sehr mannigfal- 
tiger Art und alle unmittelbar aus den abgeleiteten Beziehungen 
zu verstehen, so daß in bezug auf dieselben auf die bekannten 
Lehrbücher über elektrische Messungen verwiesen werden kann. 
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§ 81. Absolute Widerstandsbestimmiuig. 

Die elektromotorischen Kräfte der Induktion sind ihrer 
Natur nach die einzigen, die sich, wie im vorigen Para- 
graphen gezeigt, direkt im absoluten elektromagnetischen 
Maße bestimmen lassen; da sie sich aber nicht in einem 
Etalon festlegen und auch nur schlecht direkt mit der 
elektromotorischen Kraft eines Normalelementes vergleichen 
lassen, so bedarf es zur vollständigen Grundlegung 
des elektromagnetischen Maßsystems noch einer 
absoluten Bestimmung des elektrischen Wider- 
standes. Um diese zu erhalten sind verschiedene Methoden 
durchgeführt worden; es sollen hier nur die einfachsten kurz 
besprochen werden. 

1. Eine große, ringförmige Spule (Erdinduktor), deren 
Gesamtwindungsfläche durch Ausmessung bestimmt und 
gleich F ist, sei um eine vertikale Achse drehbar. Ist die 
Windungsfläche senkrecht zum magnetischen Meridian ge- 
stellt, und ist die Horizontalintensität des Erdmagnetismus 
gleich JET, so ist die Zahl der die Spule durchsetzenden 
Kraftlinien gleich HF. Wird die Spule um 180<* gedreht, 
so ist dabei die Änderung der Kraftlinien gleich 2 HF; 
also ist das Zeitintegral der hierbei induzierten elektro- 
motorischen Kraft gleich JFdt = 2HF. Werden die Enden 
der Spule mit einem Galvanometer von dem Reduktions- 
faktor C verbunden, und ist w der Gesamtwiderstand der 
Spule und des Galvanometers, so ist nach dem vorigen 
Paragraphen fEdt = 2HF=Qw oder, wenn im Galvano- 
meter der ballistische Ausschlag oc beobachtet wird: 

2HFi^i^~+J^ 
^ = A ^' 

2. Hat eine lange, gerade Spule vom Radius r n Win- 
dungen auf der Längeneinheit und ist sie von einer kurzen 
Spule eng umgeben, die im ganzen M Windungen hat, so 
ist nach § 56 der Koefl&zient der gegenseitigen Induktion 
gleich P=Ajt^r^nM. Wird daher in der langen Spule 
plötzlich der Strom J erzeugt oder zum Verschwinden ge- 
bracht, so wird in der kleinen Spule eine elektromotorische 
Kraft erzeugt von der Größe jFdt = PJ. Die kleine Spule 
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kann wieder mit dem Galvanometer verbunden werden^ ist 
dann w der Widerstand von Spule + Galvanometer, so ist 
PJ= Qw. Q ist durch den ballistischen Ausschlag zu 
messen, und J durch eine Tangentenbussole, so daß auch 
auf diese Weise w in absolutem Maß erhalten wird. 

3. Hat ein Galvanometer bei geöfineten Drahtwindungen 
nur eine verschwindende Dämpfung, und ist das logarith- 
mische Dekrement bei kurzgeschlossenen Drahtwinduugen 
gleich X, so wird in seinen Windungen, wenn der beweg- 
liche Teil die Geschwindigkeit u hat, nach dem Induktions- 
gesetz die elektromotorische Kraft E^^cu induziert, wenn e 
wieder die gleiche Bedeutung wie im vorigen Paragraphen 
hat; denn, fließt der Strom J in den Windungen des Gtil- 
vanometers, so ist EJ dt die während dt bei der Be- 
wegung geleistete Arbeit; diese ist aber gleich dem Dreh- 
moment, das nach dem vorigen Paragraphen gleich cj 

doc 
ist, multipliziert mit dx) also cJ-^ = EJ oder E'=cu. 

cu 
Es entsteht also der Strom — , wenn w der Galvano- 

w 

meterwiderstand ist. Das Vorhandensein dieses Stromes 

bewirkt dann aber das dämpfende Drehmoment oder 

— -=Y« Es ist also — gleich dem p des vorigen Para- 

graphen, folglich auch — = — — — und m?= ^, . Nun 

TZ" jF' nri2 

hatten wir aber bereits — = -— C = ^ . ,^ C, also 

ij:(^2 + ;i2) c D ^2 + ^2 

^~ 2XT^C^ • 

Man kann aus dieser Formel das Trägheitsmoment K 
noch eliminieren, wenn das Galvanometer eine unter dem 
Einfloß des Erdmagnetismus schwingende Magnetnadel hat, 

wenn man beachtet, daß nach § 32 -^^ = MH ist, wo- 
für bei Berücksichtigung der Dämpftmg zu setzen ist 
MH= — ^-=2 , wo H die Horizontalintensität des Erd- 
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magnetismus und M das magnetische Moment der Nadel 
ist Es wird dann 



«; = 



2XTC^ 



Die nach diesen Methoden und nach andern weniger 
einfachen Methoden erhaltenen Resultate sind dann so ver- 
wertet worden, daß der auf diese Weise in absolutem Maße 
erhaltene Widerstand der verwendeten Drahtleitung nach 
den sehr genauen Methoden der Widerstandsmessung in der 
Wheatstoneschen Brücke mit dem Widerstand einer Queck- 
silbersäule von 1 m Länge und 1 qmm Querschnitt verglichen 
wurde. Auf die Weise wurde der Widerstand von dieser 
Quecksilbersäule in absolutem Maße erhalten, und es konnte 
dann umgekehrt berechnet werden, wie lang eine Queck- 
silbersäule von 1 qmm Querschnitt sein muß, £tmit sie genau 
der Definition des Ohm entspricht Einige der Ergebnisse 
der genauesten Beobachtungen der verschiedenen Forscher 
für diesen Wert sind: 



Mit dem Erdinduktor ] 


Betrag des Ohm 


F. Kohlrausch 


105,91 


Mascart 


106,37 


G. Wiedemann 


106,19 


Induktion durch einen Strom 




Rowland 


106,16 


Mascart 


106,30 


Rowland und Kimball 


106,31 


Durch Dämpfung 




Dorn 


105,46 


Wild 


106,03 


Mit einer rotierenden Rolle 




Comitö d. British Asso- 




ciation 


104,83 


Raleigh 


106,25 


H. F. Weber 


106,16 


Mit rotierender Scheibe 




Lorenz 


106,19 


Lenz 


106,13 


Rowland 


106,29 


Nach der kritischen Veigleichung der verschiedenen 


Werte durch Dorn ist man auf dem 


Chicagoer intematio- 
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nalen Kongreß übereingekommen^ den Wert 106^3 als den 
gegenwärtig als zuverlässigsten anzusehen. Die sehr nahe 
Übereinstimmung der nach den verschiedensten Methoden 
erhaltenen "Werte mit diesem ist eine ausgezeichnete Stutze 
für die verschiedenen bei der Auswertung der Beobachtungen 
in Anwendung gekommenen Theorien. 



§ 82. Bestimmiing desTerhSltnisses der elektrostatiseheu 
nnd elektromagnetischeii Einheiten. 

Als letzte der Größen, deren möglichst genaue Kenntnis 
fiir die ganze Theorie der Elektrizität von größtem Interesse 
ist, und die gewissermaßen erst den Abschluß des Granzen 
bildet, ist noch das Verhältnis der elektrostatischen zur 
elektromagnetischen Einheit der Elektrizitätsmenge zu be- 
stimmen. Wir wissen bereits, daß dieses Verhältnis die 
Dimension einer Geschwindigkeit hat und der Geschwindig- 
keit entspricht, mit der die elektrischen Wellen im freien 
Luftraum sich ausbreiten. Um dieses Verhältnis zu be- 
stimmen, können verschiedene Wege beschritten werden, 
von denen wieder nur einige hier angedeutet werden können. 

1. Weber und Kohlrausch bestimmten einmal die 
Ladung einer Leydener Flasche mit dem ballistischen Gal- 
vanometer in elektromagnetischen Einheiten. Dann be- 
stimmten sie die gleiche Ladung, indem sie durch eine 
Probekugel der Flasche eine gewisse Ladung entnahmen 
und diese elektrostatisch mit der Coulomb sehen Drehwage 
maßen. Es war dann noch festzustellen, der wievielste Teil 
der Gesamtladung auf die Probekugel übergegangen war. 
Dies wurde ermittelt, indem man die Probekugel mehrmals 
in gleicher Weise durch die Leydener Flasche lud und 
wieder entlud und durch ein Elektrometer beobachtete, um 
wieviel dadurch die Spannung der Leydener Flasche sank. 

2. In einfacherer Weise bestimmte W. Thomson das 
Verhältnis der Einheiten, indem er einen konstanten Strom 
von bekannter Stärke durch einen bekannten Widerstand 
schickte; dadurch war auch die an den Enden des Wider- 
standes vorhandene Potentialdifferenz in elektromagnetischem 
Maße bekannt. Bestinunte er dann diese Potentialdifferenz 
in elektrostatischem Maße mit dem absoluten Elektrometer 
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(Band I, § 52), so konnte er ebenfalls das gesuchte Ver- 
hältnis berechnen. 

3. Eine dritte Methode beruht darauf^ die elektrostatische 
Kapazität eines Kondensators aus seinen Dimensionen zu be- 
rechnen, wobei man dem Kondensator am besten die Form 
des Thomsonschen Sohutzringkondensators (Band I, § 50) 
gibt Lädt man dann den Kondensator zu einer elektro- 
magnetisch gemessenen, bekannten PotentialdüFerenz, indem 
man die Belegungen an die Enden eines bekannten, von 
einem bekannten Strom durchflossenen Widerstandes anlegt, 
und entlädt ihn durch ein ballistisches Galvanometer, so er- 
hält man die Kapazität auch in elektromagnetischem Maße. 
Die von versphiedenen Forschem für das gesuchte Ver- 
hältnis der Einheiten gefundenen Werte sind 

Weber und Kohlrausch 3,107 X 10^^ 

W. Thomson und King 2,808 

Ayrton und Perry 2,960 

J. J. Thomson 2,920 

Klemencic 3,019 

Stellen wir diesen Zahlen den Wert der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Lichtes gegenüber, der nach den voll- 
kommensten Bestimmungen sehr nahe gleich 3,00X10^*^ seiii 
muß, so zeigt sich eine sehr auffallende Übereinstimmung der 
gefundenen Zahlen mit diesem Werte, die bei der Schwierig- 
keit der Messungen und der großen Zahl von einzelnen Daten, 
die den Messungen zugrunde liegen, Bewunderung erregen 
muß, und die es in auffallender Weise nahe legt, eine Iden- 
tität zwischen der Fortpflanzung der Lichtwellen und der 
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen anzunehmen, also 
eine elektromagnetische Theorie des Lichtes aufzustellen. 
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